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ANALYSE VECTORIELLE ET COMPLEXE 2018-19 (J. DOUMATE)

EXAMEN DE JUIN 2019, DUREE 4 HEURES (SESSION NORMALE)
La qualité et la riguevr de la rédaction entreront pour une grande part

dans la notation des copies. Tous documents interdits.

Exercice 1. On rappelle que pour z € C,
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1. A-t-on sin®z +cos®z =1 pour tout 2 € C7
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A-t-on |sinzj < let jeoszi <1 pourtout 2 € C7

3. Caleuler |shirz® et [cosz!? et trouver une condition nécessaire et suffisante pour que

tsinz?+leoszlf = 1.

4. Montrer que
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pour tout z € C. {On justifiera la convergenee de ces séries dans Pespace normé

oil |z] désigne le module du complexe = € C.)

Exercice 2.

1. Soit = = z + 2y avee x ot y des nombres réels.

(C.i- 1k

a) Exprimer |sin(z)| a l'aide des fonctions réelles de la variable réelle sinus, cosims.

sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique en « et y.
b) En déduire que jsh{y)| < {sin{z) < ch{y).

¢) Montrer que les fonctions sinus et cositis ne sont pas bornées sur T,

2. a) Monirer que le séric de fonctions complexes E fn de terme général f, : z —=

m
1

=3 sin (%) converge absolument dans <. On notera [ la sownme de la série.

b) Montrer que cette séric ne converge pas normalement sur € raais quielle converge
normalement sur le disque ouvert de centre 'origine et de rayon r pour tout r £ B

¢} Justifier que f est une application continue sur €.

Exercice 3. Soit / une fonction holomorphe dans le disque |zt < Ravec R > L

1. Evaluer de deux facons différentes chacune des intégrales suivantes :

Kl-z/ [z—%—l)z:fgdz et 1{2:/ —(z - 1) 1)
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ot € est le cercle 1zt = 1.

2. Déduire que 'on a
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3. Application : Quelles sont les valeurs des intégrales

27
/ cos® (g) e cos(sin(8))dd
0

p 2
/ sin® («g) e sin(sin(6))d8.
0

(Indication : Faites un choix de fonction et appliquer les résultats de la question 2.)

et

Exercice 4. Evaluer, en discutant d’abord des conditions de leur existence, chacune des inté-
grales suivantes en utilisant la méthode des résidus tout en précisant (par un dessin) clairement
les contours utilisés.
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Bonne Chance!



