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Faculté des Sciences et Techniques L3-MIA

Examen (Rattrapage) de Théorie des Graphes
Durée: 3 heures

Toute réponse doit étre soigneusement justifiée sous peine de nullité.

Exercice I

1. Soient (W7, Wy) et {W3, W) deux partitions d'un ensemble F.
Prouver qu'il existe (a, b} € W x W tel que (a, b} € Wy x Wyou{a,b) € Wy x Wi,

2. En déduire que le graphe biparti complet X, ,, est connexe.
3. Déterminer tous les couples (g. m) tels que K, soit un arbre.

Exercice 2

Soit G = (V, E') un multigraphe non orienté. On pose n = |V|, et m = |E].
Soit p le nombre de composantes connexes de G.
On définit le nombre cyclomatique de & par :

v(Gy=m—n-p

L. Démontrer que si G est connexe alors m > n — 1.

S84

En déduire que G v(G) > 0.

3. Prouver que v{(') = 0 si et seulement si G est acyclique.
Exercice 3

1. Prouver qu'un multigraphe hamiltonien ne contient pas de sommet de degré 1.

2. On dit qu’un sommet v d’un multigraphe connexe H est un sommet d’articulation si # — v n’est pas
connexe.
(a) Démontrer que tout arbre d’ordre supérieur ou égal & 3 admet un sommet d’articulation.
(b) Prouver que si un multigraphe connexe est hamiltonien alors il n’a pas de sommet d’articulation.

On utilisera un raisonnement par contraposée.

3. Un graphe simple ¢ = (V, E) est dit hypo-hamiltonien lorsqu’il n’est pas hamiltonien et si pour tout
sommet v de G, (G — v est hamiltonien.
Soit & un graphe simple hypo-hamiltonien.
(a) Prouver que GG est connexe,

(b) Prouver que pourtoutv € V,ona: deg(v) > 3
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