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Résumé 

 

Le présent travail est consacré à la modélisation numérique de la 

convection naturelle magnétohydrodynamique dans un milieu poreux 

anisotrope confiné dans une cavité horizontale chauffée par les côtés.  

Le milieu poreux, de grande extension est chauffé isothermiquement par 

les côtés tandis que ses parois horizontales sont thermiquement 

conductrices et isolées. Les axes du tenseur de perméabilité sont orientés 

obliquement par rapport au champ gravitationnel. Les équations de base 

décrivant la convection naturelle au sein de la cavité, ont été discrétisées 

par la méthode des différences finies et résolues numériquement par un 

algorithme élaboré à cet effet. Les paramètres de base gouvernant ce 

problème sont le nombre de Rayleigh, le nombre de Darcy, le nombre de 

Hartmann, le rapport de forme de la cavité, l’angle d’inclinaison des axes 

principaux, et le rapport d’anisotropie en perméabilité.  

L’adimensionnalisation des paramètres nous a permis de déterminer les 

champs de vitesse, de courant, de température et le taux de transfert de 

chaleur. 

Notre procédure de simulation a été validée en comparant les résultats 

obtenus à ceux d’autres travaux discutés dans la littérature. A cette étape, 

nous constatons que les paramètres d’anisotropie ont un grand impact sur 

l’écoulement convectif. La présence d’un champ magnétique diminue de 

façon significative la vitesse de l’écoulement, et impacte par conséquent le 

champ de température et le taux de transfert de chaleur. 

 

Mots clés : Modélisation, convection naturelle magnétohydrodynamique, 
champ magnétique, cavité poreuse, anisotropie. 
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Abstract 

 

The present work is devoted to the modeling of magnetohydrodynamic 

natural convection in a porous anisotropic medium confined in a horizontal 

cavity heated by the sides. The porous cavity filled with a porous medium is 

heated isothermally by the sides and its horizontal walls are thermally 

insulated or conducted. The principal directions of the permeability are 

oriented in a direction that is oblique to the gravity. The basic equations 

describing the natural convection in the cavity were discretized by the finite 

difference method and solved numerically by an algorithm developed for 

this purpose. The basic parameters govering this problem are the Rayleigh 

number, the Darcy number, the Hartmann number, the aspect ratio, the 

inclination angle of the main axes, and the permeability anisotropy ratio. 

Based on scale analysis, solutions for the flow field, current distribution, 

temperature distribution, and Nusselt nomber are obtained. Our procedure 

of numerical simulation was validated by comparing our results with those 

of other authors. It is found that, current, temperature and velocity fields are 

significantely modified, when applying the magnetic field. Also, the effects 

of anisotropic parameters on the heat transfert are strongly significant. 

 

Key words: Modelization, natural magnetohydrodynamic convection, 

magnetic field, Porous cavity, anisotropy.  
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Nomenclature 

Lettres latines 

Symboles       Définitions                                                                                                        Unités 

'H   hauteur de la cavité                                                                                      [m]   

'L  largeur de la cavité                                                                        [m] 
A  rapport de forme de la cavité,                                                        [-]          

a, b, c, d, e constantes du système d’équations gouvernantes                        [-] 
f, g, h, l, m, 

p, q, s                      
constantes du système d’équations gouvernantes discrétisé        [-] 

pC  chaleur spécifique à pression constante                         [𝐽.𝑘𝑔−1.𝐾−1] 

Da  nombre de Darcy                                                                           [-] 
g  accélération de pesanteur                                                        [m.s-2] 
Ha  nombre de Hartmann                                                                     [-] 

2max+i  nombre de sous-domaines dans la direction horizontale               [-] 
2max+j  nombre de sous-domaines dans la direction verticale                   [-] 

k  conductivité thermique                                                       [W.m-1.K-1] 
K  tenseur de perméabilité                                                                   [-] 

1K ,
2K  perméabilités suivant les axes principaux                                    [m2] 

*K  rapport des perméabilités                                                               [-] 
Nu  nombre de Nusselt                                                                          [-] 
Ra  nombre de Rayleigh                                                                        [-] 
T  température adimensionnelle                                                         [-] 

1'T  température dimensionnelle à la paroi froide                                [K] 

2'T  température dimensionnelle à la paroi chaude                              [K] 
'T  différence de température pariétale dimensionnelle ( )12 '' TT −         [K] 

Ox’, Oy’ axes de coordonnées cartésiennes                                               [-] 
'p  pression                                                                                       [Pa] 

dx  dimension d’un sous-domaine dans la direction horizontale         [-] 
dy  dimension d’un sous-domaine dans la direction verticale              [-] 
t temps                                                                                             [s] 

rx' ,
ry'  coordonnées cartésiennes correspondant aux axes principaux     [-] 

x, y coordonnées cartésiennes dimensionnelles                                  [-] 

ru' , 
rv'  vitesses relatives selon les directions 

rx'  et 
ry'  respectivement   [m/s] 

u, v vitesses adimensionnelles dans les directions Ox et Oy            [m/s] 

U  vitesse horizontale adimensionnelle                                                         [-] 

V  vitesse verticale adimensionnelle                                                              [-] 

𝐵⃗  
 

 

 

Vecteur champ magnétique                                                         [T]                                                  
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Lettres grecques 
 
Symboles       Définitions                                                                                                 Unités 

  diffusivité thermique                                                             [m2.s-1]   
  rapport des capacités calorifiques                                                [-] 
  

δ                  
coefficient d’expansion thermique du fluide                              [K-1] 
angle d’inclinaison du champ magnétique                                   [°] 

  viscosité relative  
  conductivité électrique du fluide  
  angle d’orientation des directions principales de tenseur de 

perméabilité                                                                                  [°] 
  valeur générale dépendante                                                         [-] 
  viscosité dynamique du fluide                                         [kg.m-1.s-1]  

eff  viscosité dynamique apparente pour le modèle Brinkman [kg.m-1.s-1] 

  masse volumique du fluide                                                  [kg.m-3]   
v  viscosité cinématique du fluide                                             [m2.s-1]   

( )
mprC  capacité calorifique du milieu poreux                           [J. kg -1. K-1] 

( )
fprC  capacité calorifique du fluide                                        [J. kg -1. K-1] 

  fonction de courant adimensionnelle                                            [-] 
  
Vecteurs  
  
g   accélération de pesanteur                                                     [m.s-2] 
B  champ magnétique transversal                                                  [T] 

rJ '  densité du courant principale                                              [A m−2] 
'J  densité du courant                                                               [A m−2] 

  
Opérateurs mathématiques  
  
  vecteur nabla  
  dérivée partielle 
  
Indices et exposant 
  
i   indice d’un point de maillage suivant x 
j  indice d’un point de maillage suivant y 
n  relatif à la nième itération  

1+n  relatif à la nième+1 itération  
‘ relatif aux variables dimensionnelles  
  
Autres 
  
  représentation vectorielle  
  représentation matricielle   
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Introduction générale 

La convection est un mode de transfert d'énergie familier et méconnu. On la 

décrit comme la chaleur qui monte, ce qui est inexact car ce n'est pas la 

chaleur qui monte mais plutôt le fluide chauffé par le bas et refroidi par le 

haut. Notons que la chaleur peut descendre dans le cas du rayonnement, ou 

de la conduction. Si le transfert de chaleur peut être défini comme une 

transmission d'énergie d'une zone à une autre par différence de température 

entre ces zones, la convection, par rapport aux autres modes de 

transmission de chaleur (conduction, rayonnement), dépend aussi du 

mécanisme de transfert de masse. 

C’est un phénomène complexe dont l’élaboration de la notion par Hadley et 

Lomonossov remonte au XVIIIème siècle pour expliquer les grands 

mouvements atmosphériques. 

La convection désigne l'ensemble des mouvements internes (verticaux ou 

horizontaux) qui animent un fluide et qui impliquent alors le transport des 

propriétés des parcelles de ce fluide au cours de son déplacement. Ce 

transfert implique l'échange de chaleur entre une surface et un fluide mobile 

à son contact, ou le déplacement de chaleur au sein d'un fluide par le 

mouvement d'ensemble de ses molécules d'un point à un autre. La 

convection, la conduction thermique et le transfert radiatif constituent les trois 

modes d'échange de chaleur entre deux systèmes. La convection diffère des 

deux autres modes d’échange de chaleur par la méthode de transfert. Elle a 

aussi pour effet d'accélérer l'homogénéisation de la composition chimique du 

fluide, par rapport à la seule diffusion chimique. 
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Ce phénomène physique très courant se produit dans de nombreux 

systèmes (casserole, circuits de chauffages, atmosphère, manteau terrestre, 

étoiles). Durant la convection, un écoulement laminaire peut se transformer 

en écoulement turbulent sous l’effet de l’augmentation de la vitesse du fluide. 

Cet écoulement turbulent crée alors une convection turbulente qui favorise 

davantage les échanges de propriétés entre couches voisines du fluide et en 

particulier la diffusion de la chaleur au sein de celui-ci. 

Un exemple de convection est celui du chauffage de l'eau dans une 

casserole. Les particules de fluide en contact avec le fond de la casserole 

sont chauffées (par conduction). Ils se dilatent, donc deviennent moins 

denses et se mettent en mouvement spontané vers le haut, car la poussée 

d'Archimède qui s'exerce sur eux devient prépondérante par rapport à leur 

poids. Les groupes de particules de la surface de la casserole sont refroidis 

par contact avec l'air ambiant, se contractent et gagnent en densité, puis 

plongent. Le transfert thermique qu'elle engendre est plus efficace que ceux 

de la conduction thermique ou du transfert radiatif. 

La convection naturelle est un phénomène physique permettant de transférer 

de la chaleur d’un milieu chaud vers un milieu froid grâce au mouvement des 

molécules du fluide soumises à d’un gradient de température à l’intérieur de 

la cavité poreuse. Elle se réalise sous l’effet combiné de la poussée 

d’Archimède et du champ de pesanteur. 

La convection peut être libre c’est-à-dire naturelle ou forcée. 

La convection naturelle est un phénomène de la mécanique des fluides, qui 

se produit lorsqu'un gradient induit un mouvement dans le fluide. Le gradient 

peut concerner différentes grandeurs intensives telles que la température 



 

3 

 

(convection thermique), la concentration d'un soluté (convection solutale) ou 

la tension superficielle (convection thermo-capillaire). La masse volumique 

dépendant d’un gradient de température ou de la concentration, engendre 

des différences de masse volumique au sein du fluide, d'où résultent des 

variations latérales de la poussée d'Archimède qui sont à l'origine du 

mouvement. De tels déplacements s'appellent des mouvements de 

convection. Ils sont à l'origine de certains phénomènes océanographiques 

(courants marins), météorologiques (orages), géologiques (remontées de 

magma) par exemple. 

Les mouvements verticaux dans des fluides ne sont pas seulement induits 

par la convection thermique. Ceux-ci vont se stratifier selon leur densité, à 

température uniforme, par l'effet de la gravité. Cette convection 

gravitationnelle se déroule comme la convection thermique avec les zones 

du fluide plus denses descendant et les parties moins denses poussées vers 

le haut. Cependant, ces échanges se font sans variation de températures. 

La diffusion de la salinité dans une couche isothermale ou le déplacement 

du sel vers le bas dans une terre humide, peuvent être cités en exemple. 

En convection libre, le fluide se met donc en mouvement naturellement, par 

lui-même. Cet effet se propage à travers le fluide. Ce mouvement est 

provoqué par l’expansion du fluide lorsqu’il est chauffé à pression constante. 

En effet, à cause de la différence de température, la masse volumique du 

fluide varie. Cette différence de masse volumique crée un mouvement 

ascendant pour les couches fluides plus chaudes et donc moins denses et 

un mouvement descendant pour les couches fluides plus froides et donc plus 

denses. La force motrice responsable de cette dynamique correspond à 

l’attraction terrestre 𝐺 . Le mouvement créé permet alors au fluide de 
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transporter une certaine quantité de chaleur selon sa capacité calorifique. On 

parle alors de transfert de chaleur par convection naturelle. 

Par contre en convection forcée, le fluide se met en mouvement grâce à la 

circulation artificielle provoquée par une pompe ou une  turbine. Le transfert 

est plus rapide que dans le cas de convection naturelle.  

La compréhension des mécanismes de convection naturelle constitue un 

enjeu scientifique important pour leur modélisation et la prédiction de leurs 

effets dans l'environnement ou dans les équipements. 

Par conséquent, les ingénieurs, spécialistes de l’étude de ce phénomène, 

doivent faire face à une très grande variété de situations due à la taille de ce 

domaine d'étude, à sa géométrie, à la nature des fluides concernés, à leurs 

propriétés thermophysiques, aux conditions limites et à l'importance des 

gradients de masse volumique et de température mis en jeu.  

La complexité du milieu poreux rend très compliqué l’étude de la convection 

naturelle car il est souvent très difficile de connaître exactement les 

paramètres d’une matrice poreuse telle que la porosité et la perméabilité qui 

est l’admittance d’infiltration d’un fluide dans cette matrice. 

Rappelons que la porosité est le vide (appelés pores) qui se trouve dans une 

matrice solide constitué par des grains consolidés. Ces pores peuvent être 

interconnectés et saturés par un fluide. 

Compte tenu de la complexité de ce milieu poreux, nous avons introduit la 

notion de modèle pour prendre en compte les mouvements des particules 

fluides et expliquer le phénomène de transfert de chaleur dans le milieu 

poreux en tenant compte de l’anisotropie en perméabilité du milieu dans 

lequel se produit le phénomène. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Pompe
https://fr.wikipedia.org/wiki/Turbine
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L’objectif général de cette thèse consiste à modéliser et résoudre 

numériquement le phénomène de convection naturelle en milieu poreux 

anisotrope. 

Pour y parvenir, nous devons réaliser les objectifs spécifiques ci-après : 

✓ Développer des méthodes permettant de formuler mathématiquement 

les comportements du phénomène ; 

✓ Discrétiser les termes aux dérivées partielles afin d’établir le système 

discrétisé ; 

✓ Développer des outils informatiques permettant de simuler les 

comportements du phénomène en vue d’une validation à partir des 

travaux existants dans la littérature ; 

✓ Analyser les résultats obtenus en tenant compte des paramètres de 

contrôle. 

Structure de la thèse 

Le premier chapitre sera consacré à la revue bibliographique qui fait une 

synthèse de la plupart des travaux de recherche existants dans ce domaine.  

Le deuxième chapitre sera consacré à la modélisation physique et 

mathématique du problème. Les équations de base ainsi que les conditions 

aux frontières seront précisées. 

Dans le troisième chapitre nous essayerons de résoudre les équations 

gouvernantes du système par la méthode numérique la plus appropriée. En 

effet, la méthodologie adoptée consiste à présenter la méthode des 

différences finies, sa mise en œuvre pour la discrétisation des équations du 

problème ainsi que le maillage adéquat, le stockage des variables et la 
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méthode employée pour la résolution du système d’équation résultant de 

cette discrétisation. 

Le quatrième chapitre traite des résultats issus de nos travaux et leur 

discussion. On y aborde l’effet de maillage sur les différents résultats, de 

même que la validation de cette méthode en comparaison aux travaux 

existant dans la littérature. 

La conclusion générale met en exergue les différents points importants de 

ce travail ainsi que les perspectives envisagées pouvant conduire à d’autres 

recherches. 
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Chapitre 1 : revue bibliographique 

 

Introduction 

L’objet du présent chapitre est de présenter une synthèse des travaux de 

recherche déjà effectués sur le phénomène de la convection naturelle en 

milieu poreux anisotrope en vue d’apporter ensuite notre contribution à la 

modélisation de ce mode d'échange de chaleur qui suscite une attention 

considérable par ses applications dans certains secteurs industriels. 

1.1. Effets de l’anisotropie 

1.1.1. Anisotropie en perméabilité 

D.A. Nield, A. Bejan, [1] ont résumé dans leur ouvrage la plupart des travaux 

expérimentaux, analytiques et numériques relatifs aux transferts convectifs 

de chaleur et de masse dans les milieux poreux. Parmi ces auteurs nous 

pouvons citer : 

AKOWANOU Chr. et DEGAN G. [2] qui ont étudié analytiquement les effets 

de l’anisotropie en perméabilité et d’un champ magnétique transversal sur la 

convection naturelle bidimensionnelle en milieu poreux confiné dans une 

cavité horizontale. Le milieu poreux, de grande extension est chauffé 

isothermiquement par les côtés tandis que ses parois horizontales sont 

thermiquement conductrices ou isolées. Les axes du tenseur de perméabilité 

sont orientés obliquement par rapport au champ gravitationnel. Sur la base 

d’une analyse d’échelle, ils ont déterminé les champs de vitesse, de 

température et le taux de transfert de chaleur. Leurs études montrent que les 

paramètres d’anisotropie ont un grand impact sur l’écoulement convectif. 

Aussi, ont-ils fait remarquer que l’application d’un champ magnétique 
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transversal réduit considérablement la vitesse de l’écoulement et affecte de 

ce fait le champ de température et le taux de transfert de chaleur. 

DEGAN et al. [3, 4, 5] ont étudié analytiquement et numériquement l’effet de 

l’inclinaison des axes principaux de la perméabilité sur l’écoulement 

convectif. Ainsi, ont-ils démontré que la convection naturelle est grandement 

impactée par le rapport de perméabilité K* et l’angle d’inclinaison des axes 

principaux θ, et qu’une perméabilité minimale dans la direction de la gravité 

minimise le transfert de chaleur. 

1.1.2. Anisotropie thermique 

BENNACER et al. [18] ont présenté une étude numérique et analytique 

concernant le transfert combiné de chaleur et de masse dans un milieu 

poreux supposé globalement homogène et présentant une anisotropie 

thermique. L'équation qui gouverne l’écoulement est celle de Darcy-

Brinkman. Le système d'équations couplées est résolu par la méthode 

classique des volumes finis. Dans le cas d'écoulements d'origine thermique, 

Ils ont appliqué la technique de l'analyse d'échelle pour prédire 

analytiquement l'évolution du transfert de chaleur et de masse en fonction de 

l'anisotropie thermique. De leurs résultats, on retient que pour de faibles taux 

d'anisotropie, le transfert de chaleur décroît vers de faibles valeurs sans 

atteindre pour autant un régime conductif. Ensuite, ils ont fait remarquer que 

l'accroissement du taux d'anisotropie thermique entraîne la chute du gradient 

de température près des parois verticales et tend vers un régime diffusif qui 

devrait normalement faire chuter le transfert de chaleur mais ce dernier 

continue à croître. Aussi, ont-ils constaté que pour différents taux 
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d'anisotropie thermique, l'évolution du nombre de Nusselt avec le nombre de 

Rayleigh poreux et thermique est linéaire. 

1.2. Effets du champ électrique 

Ozoe et al. [6] ont montré que l’interaction, entre le courant électrique créé 

par le mouvement du fluide sous l’influence d’un champ magnétique et 

l’écoulement, réduit considérablement la vitesse de l’écoulement convectif. 

Cet important résultat est exploité dans certaines applications pratiques 

telles que la conception du processus de refroidissement de certains 

réacteurs nucléaires fonctionnant sous l’effet de grands champs 

magnétiques (Vasseur et al. [7]), le refroidissement de la coulée de métaux 

fondus pour la fabrication des alliages en industrie. Garandet et 

Alboussière [8] ont abouti au même résultat à l’issue de leurs travaux sur la 

croissance cristalline dans les solutions hydrothermales. Sur la base du 

modèle de Brinkman généralisé, Vasseur et al. [7] ont prouvé qu’il y a une 

analogie entre la convection naturelle dans un milieu fluide soumis à un 

champ magnétique de faible intensité correspondant aux petits nombres de 

Hartmann Ha, et celle régnant dans un milieu poreux saturé par un fluide.  

Leurs études ont révélé qu’en régime de couche limite pour un champ de 

grande intensité, le taux de transfert de chaleur varie en Ra2/5 (Ra étant le 

nombre de Rayleigh). Ce résultat est le même que celui obtenu par Kimura 

et Bejan [9] à l’issu de l’étude de la convection naturelle dans une cavité 

rectangulaire chauffée par un flux par le côté. 
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1.3. Mouvements stationnaires 

Tabeling [10] a consacré son étude à la stabilité dans les mouvements 

stationnaires de convection en milieu fluide confiné à une cavité 

rectangulaire de très grande extension. Son analyse révèle que l’application 

d’un champ magnétique horizontal sur la cavité induit des courants 

convectifs dont le sens de déplacement change quand le champ magnétique 

augmente.  

1.4. Convection thermique 

Ozoe et Maruo [11] ont étudié la convection thermique bidimensionnelle en 

milieu fluide confinée à une cavité de forme carrée. La cavité étudiée par ces 

auteurs est chauffée par le côté tandis que ses parois horizontales sont 

thermiquement adiabatiques. Leurs travaux montrent que l’écoulement 

convectif disparait en présence d’un champ magnétique horizontal sur la 

paroi verticale chaude. 

1.5. Convection en milieu fluide conducteur 

Par ailleurs, l’étude numérique de la convection naturelle 

magnétohydrodynamique en milieu fluide conducteur d’électricité a été faite 

par Venkatachalappa et Subbaraya [12]. L’analyse faite par ces auteurs 

montre que l’application d’un champ magnétique vertical, modifie 

sensiblement la température et la vitesse de l’écoulement. 

1.6. Effets du champ magnétique 

Bian et al. [13] ont étudié analytiquement et numériquement l’effet d’un 

champ magnétique sur la convection naturelle bidimensionnelle dans une 

cavité poreuse étroite inclinée. Le milieu poreux isotrope est saturé par un 



 

11 

 

fluide conducteur d’électricité. Un champ magnétique est appliqué 

perpendiculairement sur le côté par lequel la cavité est chauffée, ses parois 

supérieure et inférieure étant thermiquement isolées. A partir du modèle de 

Darcy, ils ont montré que le taux de transfert de chaleur représenté par le 

nombre de Nusselt, est fonction du nombre de Rayleigh (Ra), du rapport de 

forme de la cavité (A) et du nombre de Hartmann (Ha). Lorsque le champ 

magnétique est nul (Ha=0), le nombre de Nusselt s’apparente à celui prédit 

par Bejan [14] dans son étude relative au régime de couche limite de la 

convection naturelle dans une cavité poreuse chauffée isothermiquement sur 

les côtés. Il ressort de leur étude que la variation de l’inclinaison de la cavité 

affecte considérablement le phénomène de convection qui s’estompe suivant 

l’augmentation de l’intensité du champ magnétique. Pour une cavité poreuse 

chauffée par le bas, ils ont montré qu’il existe un nombre de Rayleigh critique 

(Racr) en dessous duquel le phénomène de convection est inexistant. 

Lorsque le champ magnétique est nul (Ha = 0), ce résultat conduit à la valeur 

4π² ; nombre de Rayleigh critique trouvé par Lapwood [15] dans les mêmes 

conditions d’étude. 

1.7. Convection naturelle en fonction de la géométrie des supports 

➢ Cuve cylindrique 

BENKHELIFA A. et al [16] ont étudié numériquement la convection naturelle 

dans une cuve cylindrique. Ces auteurs ont montré que la vitesse de transfert 

de chaleur atteint un maximum aux alentours d’une valeur de Ra (Ra=105), 

puis ce maximum décroit avec l'augmentation de Ra et le fluide devient 

pratiquement immobile. À ce niveau-là, ils ont retenu que le transfert de 

chaleur, entre strates, se fait par conduction. 
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➢ Enceinte rectangulaire remplie d’une matière poreuse 

SAFI S. et BENISSAAD S. [17] ont étudié les transferts de chaleur et de 

masse dans une enceinte rectangulaire remplie d’une matière poreuse 

anisotrope en perméabilité saturée par un fluide binaire. Le modèle 

mathématique utilisé par ces auteurs est celui de Darcy – Brinkman – 

Forchheimer [18] et la méthode de résolution adaptée est celle des volumes 

finis [19]. De façon spécifique, Ils ont étudié l’influence de l’anisotropie en 

perméabilité et d’autres paramètres sur les transferts de chaleur et de masse. 

Ils ont fait ressortir dans leurs résultats que les nombres de Nusselt et de 

Sherwood croissent en augmentant l’anisotropie en perméabilité pour 

différents nombres de Darcy.  

➢ Cavité parallélépipédique 

BOUKRAA Mustapha [24] a réalisé une simulation numérique 

tridimensionnelle des écoulements de convection naturelle dans une cavité 

d’air parallélépipédique inclinée, différentiellement chauffée. Pour cela, il a 

élaboré un code de calcul 3D instationnaire qui lui a permis de résoudre les 

équations de Navier-stokes tridimensionnelles pour des fluides 

incompressibles. Il ressort de ses investigations que la dépendance du 

champ de température en fonction de la troisième direction est faible et que 

la tridimensionnalité de l’écoulement n’affecte que très peu la distribution de 

température. La variation tridimensionnelle, bien que faible est due à la 

présence des parois terminales adiabatiques. Aussi, a-t-il constaté que le 

transfert thermique augmente avec le nombre de Rayleigh, et cet 

accroissement est plus important lorsque l’angle d’inclinaison est nul. Enfin, 

il a fait remarquer que dans les deux cas de la cavité cubique ou 
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parallélépipédique, la variation de l’angle d’inclinaison jusqu'à 60° se traduit 

par une réduction du transfert de chaleur. 

➢ Enceinte rectangulaire saturée par un fluide binaire 

BOUMARAF Asia [25] a étudié numériquement la convection naturelle 

thermosoutable dans une enceinte rectangulaire inclinée bidimensionnelle. 

La matière poreuse dans l’enceinte est isotrope saturée par un fluide binaire. 

Les parois horizontales de l’enceinte sont thermiquement isolées et 

imperméables tandis que les parois verticales sont soumises à des 

températures et des concentrations constante et différente. Le fluide est l’air 

et la substance diffusée dans l’air de l’enceinte est la vapeur d’eau. La 

formulation de Darcy-Brinkman-Forchheimer a été employée par l’auteur 

pour décrire l’écoulement dans le milieu poreux dans l’enceinte. Ses 

équations couplées sont discrétisées numériquement par la méthode des 

volumes finis et résolues par la procédure de double balayage (ADI) [26] et 

le couplage pression-vitesse par l’algorithme (SIMPLER) [27]. Il ressort de 

son étude que la variation du nombre de Darcy caractérisant la perméabilité 

du milieu fluide pour une large gamme (10-7≤Da≤1) provoque une forte 

influence sur la structure de l’écoulement ; l’intensité de l’écoulement 

augmente avec le nombre de Darcy et cette croissance est accentuée avec 

des nombres de Rayleigh élevés. Il a ensuite constaté que la variation du 

nombre de Rayleigh provoque une forte influence sur la structure de 

l’écoulement, son intensité est augmentée avec le nombre de Rayleigh. 

Enfin, il a fait remarquer que la variation de l’angle d’inclinaison jusqu’à 30° 

donne une augmentation du transfert de chaleur et de masse. 

 



 

14 

 

➢ Plaques planes 

OULAID Othmane [28] a étudié les phénomènes de transferts de chaleur et 

de masse en convection mixte thermosolutale avec changement de phase 

dans un canal formé de deux plaques planes parallèles dont l’une ou les 

deux sont mouillées par un courant d’eau d’épaisseur négligeable. Ces 

plaques sont soumises à une température constante et uniforme. Le canal 

ainsi étudié par l’auteur est traversé par un écoulement laminaire ascendant 

d’air humide en régime permanent. Il a basé la résolution des équations 

gouvernantes sur la méthode des volumes finis alors qu’il a traité le couplage 

vitesse-pression à l’aide de l’algorithme SIMPLER [27]. De ses 

investigations, Il ressort que les forces d’Archimède d’origine thermique et 

massique ont un effet important sur les champs hydrodynamique, thermique 

et massique. Ainsi, il a montré que le transfert par chaleur latente n’est 

important comparé à celui par chaleur sensible que si le gradient de 

concentration est important. Aussi, a-t-il fait remarquer l’effet des forces 

d’Archimède d’origine thermique et massique sur les champs 

hydrodynamique, thermique et massique. Ainsi, ces forces peuvent causer 

le renversement de l’écoulement si leur intensité est importante. 

➢ Milieu poreux rectangulaire incliné 

Latrèche A. et Djezzar M. [32] qui ont étudié la convection naturelle 

bidimensionnelle dans un matériau poreux rectangulaire et incliné. Ces 

auteurs ont résolu numériquement les équations des bilans de masse, de 

quantité de mouvement et d'énergie en utilisant la loi de Darcy et 

l'approximation de Boussinesq [2, 33, 34, 35]. Les conditions aux limites 

considérées par ces auteurs consistent en une paroi inférieure soumise à un 
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profil de température périodique et les trois autres étant thermiquement 

isolées. De leurs investigations, il ressort que dans un premier cas pour une 

valeur faible du nombre de Darcy modifié, le régime d’écoulement qui domine 

est pseudo-conductif. Aussi, ont-ils montré que l’écoulement s’intensifie et le 

transfert de chaleur s’améliore en augmentant la valeur du nombre de Darcy-

Rayleigh modifié. Dans un second cas, ils ont fait remarquer que les 

transferts de chaleur s’uniformisent mieux pour un angle d’inclinaison 

𝛼 = 90∘. 

➢  Cavité poreuse bicouche 

Y. Ould-Amer [36] a étudié la convection naturelle dans une cavité poreuse 

bicouche inclinée. Dans sa modélisation, les deux couches poreuses sont 

disposées verticalement et sont de perméabilités différentes ; les parois 

verticales sont maintenues à des températures différentes alors que les 

parois horizontales sont adiabatiques. L’auteur a retenu le modèle général 

de Darcy-Brinkmann-Forcheimer pour l’équation de la quantité de 

mouvement et a utilisé la méthode des volumes finis pour la modélisation 

numérique. De son étude, il ressort qu’il existe une valeur optimale de l’angle 

d’inclinaison des axes principaux pour laquelle le transfert de chaleur est 

meilleur. Cette valeur avoisine 30∘. 

1.8. Effets de la densité  

MAHIDJIBA Ahmed [29] s’est intéressé à l’effet du maximum de densité. Il 

a fait remarquer que les études antérieures sur la convection naturelle dans 

les milieux poreux ont supposé linéaire la relation entre la densité du fluide 

saturant la matrice poreuse et la température. L’auteur a expliqué que cette 

hypothèse ne s’applique évidemment pas quand la densité de l’eau passe 
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par son maximum à une température de 3,98≈4oC (Point de congélation). Il 

a donc étudié ce phénomène de maximum de densité au sein d’une cavité 

rectangulaire et horizontale remplie d’un milieu poreux anisotrope en 

perméabilité. L’auteur a modélisé le milieu poreux à l’aide des équations 

classiques de Darcy et a utilisé la méthode des éléments finis [30, 31] pour 

résoudre ces équations. Les résultats obtenus lui ont permis de démontrer 

que la longueur d’onde diminue au fur et à mesure que l’angle d’orientation 

augmente de 0° à 90°. Toujours pour 0° < θ < 90°, il a constaté que les 

cellules secondaires deviennent incorporées aux cellules convectives 

primaires. Aussi, a-t-il considéré l’effet de confinement en faisant varier le 

rapport de forme de la cavité. En particulier, lorsque le maximum de densité 

est compris entre la paroi supérieure et la paroi inférieure et que les axes 

principaux sont inclinés, il constate que toute forme de symétrie disparaît. Il 

explique cette absence de symétrie par l’introduction de nouvelles cellules 

convectives dans le système lorsque le rapport de forme de la cavité croît. 

1.8.1. Convection naturelle dans un milieu poreux anisotrope saturé par 

un fluide binaire 

SAFI safia [20] a étudié le problème bidimensionnel de la convection 

naturelle thermosolutale au sein d'un milieu poreux anisotrope saturé par un 

fluide binaire, supposé incompressible, confiné dans une enceinte de forme 

rectangulaire horizontale. Le modèle mathématique retenu par cet auteur est 

celui de Darcy–Brinkman–Forchheimer [18]. Un code numérique intégrant la 

méthode des volumes finis [19] lui a servi d’outil de résolution des équations 

de base en milieux poreux anisotropes saturés. Ces résultats illustrent que 

les transferts dans les différentes situations sont impactés par l’anisotropie 

thermique. Il a prouvé numériquement que pour un rapport des forces de 
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volume élevé, le transfert de masse demeure inchangé indépendamment du 

rapport de conductivité. Aussi, a-t-il fait constater que l’impact du taux 

d’anisotropie en perméabilité sur les transferts a permis mettre en évidence 

le régime d’écoulement pleinement convectif et celui modérément convectif. 

1.8.2. Milieu poreux saturé par un fluide multiconstituant 

ZIDI El-hachemi [21] a présenté une étude numérique de transfert de 

chaleur et de masse couplés par convection naturelle dans une cavité 

poreuse saturée par un fluide multiconstituant. Ses équations gouvernantes 

ont été discrétisées par la méthode des différences finies [22, 23] ; son 

couplage vitesse-pression a été mené avec la méthode de projection 

formulée en volume finis et résolue par la méthode itérative de Gauss Seidel 

[19]. Ses résultats lui ont permis de mettre en évidence l’interaction entre le 

transfert de chaleur et de masse, et d’établir une description de la convection 

naturelle bidiffusive dans les milieux poreux. 

Les recherches faites dans ce domaine portent généralement sur le 

milieu poreux supposé homogène et isotrope. Ce ne sont là que des 

hypothèses simplificatrices introduites pour approcher la réalité. Pour une 

bonne modélisation, la prise en compte des propriétés physiques de la 

matrice solide du milieu poreux telles que la perméabilité, la forme 

géométrique, et est déterminante. 

Le présent travail, a traité des effets des paramètres d’anisotropie en 

perméabilité du milieu poreux et du champ magnétique transversal sur 

l’écoulement convectif puis du transfert de chaleur dans une cavité poreuse 

horizontale. Deux cas de figure ont été abordés au cours notre étude : il s’agit 

dans un premier temps d’une situation dans laquelle les parois horizontales 
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de la cavité sont isolées thermiquement, et dans un second temps 

thermiquement conducteur.  

 

Conclusion 

Ce chapitre nous a permis de faire une synthèse de quelques travaux de 

recherche relatifs au phénomène de convection à étudier et d’avoir une 

bonne compréhension sur son comportement dans le milieu où il naît avant 

la modélisation numérique, objet de cette thèse. 

En effet, les travaux existants ont été regroupés suivant des thématiques 

telles que les effets de l’anisotropie, les effets du champ magnétique, l’effet 

d’un milieu poreux anisotrope saturé par un fluide binaire, etc. 

Ces travaux ont révélé que : 

❖ l’écoulement convectif dans un milieu poreux anisotrope  est 

considérablement affecté par le rapport d'anisotropie en perméabilité 

K* et l’angle d’inclinaison des axes principaux θ, et qu’une 

perméabilité minimale dans la direction de la gravité minimise le 

transfert de chaleur. 

❖ l'accroissement du taux d'anisotropie thermique entraîne la chute du 

gradient de température près des parois verticales et tend vers un 

régime diffusif qui devrait normalement faire chuter le transfert de 

chaleur mais ce dernier continue à croître. 

❖ pour différents taux d'anisotropie thermique, l'évolution du nombre de 

Nusselt avec le nombre de Rayleigh en milieu poreux et thermique 

est linéaire. 
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❖ l’interaction, entre le courant électrique créé par le mouvement du 

fluide sous l’influence d’un champ magnétique et l’écoulement, réduit 

considérablement la vitesse de l’écoulement convectif. Cet important 

résultat est exploité dans certaines applications pratiques telles que la 

conception du processus de refroidissement de certains réacteurs 

nucléaires fonctionnant sous l’effet de grands champs magnétiques. 

❖ l’application d’un champ magnétique transversal réduit 

considérablement la vitesse de l’écoulement et affecte de ce fait le 

champ de température et le taux de transfert de chaleur.  
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Chapitre 2 : modélisation physique et mathématique 

du phénomène 

 

Introduction 

Dans ce chapitre, nous partirons d’un schéma illustrant la modélisation 

physique de la convection naturelle magnétohydrodynamique dans une 

cavité poreuse anisotrope chauffée par les côtés pour établir un système 

d’équations gouvernantes du phénomène. 

2.1 Formulation du problème 

Il nous revient de mettre en place un schéma illustrant le phénomène 

de convection naturelle magnétohydrodynamique dans une cavité poreuse 

anisotrope chauffée par les côtés en vue de la résolution du problème. 

A cet effet, nous allons définir géométriquement l’écoulement convectif à 

travers une cavité horizontale plane de longueur L’ et de hauteur H’ comme 

l’indique la Figure 2. 1. 

 
Figure 2. 1 : définition du modèle physique 
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• Rapport des perméabilités 
1

2*

K

K
K =  où K1, K2 sont les perméabilités 

suivant les axes principaux ; 
 

• 𝜃 est l’angle d'orientation des directions principales de tenseur de 

perméabilité.  

 

Dans ce chapitre, nous avons établi successivement : 

 les équations de Darcy pour un milieu poreux anisotrope ; 

 les équations gouvernantes et les conditions aux limites ; 

 l’adimensionnalisation des équations gouvernantes ; 

 l’interprétation des paramètres de contrôle.  

 

2.2 Modélisation mathématique du phénomène 

        Il s’agit ici d’établir un système d’équations mathématiques traduisant le 

comportement du phénomène de convection naturelle dans un milieu poreux 

anisotrope. A cet effet, nous avons utilisé l’équation de Darcy pour un milieu 

poreux anisotrope [18] qui se présente sous la forme de l’équation 2.1 : 

{𝑉'𝑟} =
1

𝜇
[𝐾]{𝐽'𝑟}                                                                                      (2.1) 

Dans le repère (𝑥′𝑟  , 𝑦
′
𝑟
) défini à la Figure 2. 1,  

{
𝑢'𝑟
𝑣'𝑟
} =

1

𝜇
[
𝐾1 0
0 𝐾2

] {
𝐽'𝑟1
𝐽'𝑟2

}                                                                      (2.2) 

[
𝐾1 0
0 𝐾2

]
−1

{
𝑢'𝑟
𝑣'𝑟
} =

1

𝜇
{
𝐽'𝑟1
𝐽'𝑟2

}                                                                           (2.3) 

[

1

𝐾1
0

0
1

𝐾2

] {
𝑢'𝑟
𝑣'𝑟
} =

1

𝜇
{
𝐽'𝑟1
𝐽'𝑟2

}                                                                           (2.4) 

Les perméabilités 𝐾1 et 𝐾2 du tenseur de perméabilité [K] correspondent aux 

axes principaux 𝑥′𝑟   et 𝑦′
𝑟
; les composantes de vitesse du vecteur {V ′} dans 
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la direction de ces axes sont 𝑢′𝑟 et 𝑣′𝑟 ; 𝐽′𝑟1 et 𝐽′𝑟2 sont les composantes d’un  

vecteur {J ′} qui inclut les gradients de pression, les composantes de la force 

de gravité et celles du champ magnétique, à définir ultérieurement. 

Le passage du repère (𝑥′𝑟  , 𝑦
′
𝑟
) au repère (𝑥′ , 𝑦′) c’est-à-dire de la base 

(𝑖  ′𝑟  , 𝑗 
 ′
𝑟
) à la base (𝑖  ′ , 𝑗  ′) avec :                                                                               

{
𝑖'
→

𝑟 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑖'
→

+ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑗'
→

𝑗'
→

𝑟 = −𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑖'
→

+ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑗'
→                                                                                 (2.5) 

permet d’écrire : 

{
𝑢'𝑟
𝑣'𝑟
} = [

𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃
−𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

] {
𝑢'
𝑣'
}                                                                                                     (2.6) 

 

{
𝐽'𝑟1
𝐽'𝑟2

} = [
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃
−𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

] {
𝐽'1
𝐽'2
}                                                                                                  (2.7) 

( )4.2  devient : 

[

1

𝐾1
0

0
1

𝐾2

] [
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃
−𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

] {
𝑢'
𝑣'
} =

1

𝜇
[
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃
−𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

] {
𝐽'1
𝐽'2
}                                   (2.8) 

Multiplions les deux membres de ( )8.2  par [ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃
−𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

]
−1

    

On a :  

[
𝑐𝑜𝑠 𝜃 −𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

] [

1

𝐾1
𝑐𝑜𝑠 𝜃

1

𝐾1
𝑠𝑖𝑛 𝜃

−
1

𝐾2
𝑠𝑖𝑛 𝜃

1

𝐾2
𝑐𝑜𝑠 𝜃

] {
𝑢'
𝑣'
} =

1

𝜇
{
𝐽'1
𝐽'2
}                                                             (2.9) 

 

[

1

𝐾1
𝑐𝑜𝑠² 𝜃 +

1

𝐾2
𝑠𝑖𝑛² 𝜃

1

𝐾1
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 −

1

𝐾2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃

1

𝐾1
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 −

1

𝐾2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃

1

𝐾1
𝑠𝑖𝑛² 𝜃 +

1

𝐾2
𝑐𝑜𝑠² 𝜃

] {
𝑢'
𝑣'
} =

1

𝜇
{
𝐽'1
𝐽'2
}                    (2.10) 
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En multipliant les deux membres de ( )10.2  par 𝐾2 on a : 

 

[

𝐾2

𝐾1
𝑐𝑜𝑠² 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛² 𝜃

𝐾2

𝐾1
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 −

𝐾2

𝐾2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝐾2

𝐾1
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 −

𝐾2

𝐾2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝐾2

𝐾1
𝑠𝑖𝑛² 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠² 𝜃

] {
𝑢'
𝑣'
} =

𝐾2

𝜇
{
𝐽'1
𝐽'2
}                 (2.11) 

 

Posons 
*

1

2 K
K

K
= (rapport des perméabilités des axes principaux)             (2.12)  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 =
1

2
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)                                                                                                                                    (2.13) 

(2.11) devient :  

[
𝐾* 𝑐𝑜𝑠² 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛² 𝜃 (𝐾* − 1)

𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2

(𝐾* − 1)
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
𝐾* 𝑠𝑖𝑛²𝜃 + 𝑐𝑜𝑠² 𝜃

] {
𝑢'
𝑣'
} =

𝐾2

𝜇
{
𝐽'1
𝐽'2
}                                                         (2.14) 

 

⇔ [𝐾′]{𝑉′} =
𝐾2

𝜇
{𝐽′}                                                                                                                                   (2.15) 

{𝐽'} = −∇𝑝' + 𝜇𝑒𝑓𝑓
𝐾2

𝜇
∇²{𝑉'} + [𝛾(−∇𝜑 + {𝑉'}Λ{𝐵})Λ{𝐵} + 𝜌{𝑔}]                                                      (2.16) 

 ⇔ {𝐽′} =

{
 
 

 
 −

𝜕𝑝′

𝜕𝑥 ′
+ 𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑢′

𝜕𝑥 ′2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑦′2
) − 𝛾𝑢′𝐵2𝑠𝑖𝑛2𝛿 + 𝛾𝑣 ′𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿           

−
𝜕𝑝′

𝜕𝑦′
+ 𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑣 ′

𝜕𝑥 ′2
+
𝜕2𝑣 ′

𝜕𝑦′2
) + 𝛾𝑢′𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿 − 𝛾𝑣 ′𝐵2𝑐𝑜𝑠2𝛿 − 𝜌𝑔

}
 
 

 
 

 

 

Le milieu poreux étant électriquement isolé, le champ électrique y est partout 

nul.  

Par conséquent, 
→

= 0                                                                                                     (2.17) 

On peut alors réécrire la relation (2.14) : 
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[
𝐾∗ 𝑐𝑜𝑠²𝜃 + 𝑠𝑖𝑛²𝜃 (𝐾∗ − 1)

𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2

(𝐾∗ − 1)
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
𝐾∗ 𝑠𝑖𝑛²𝜃 + 𝑐𝑜𝑠²𝜃

] {
𝑢′
𝑣′
} =

𝐾2

𝜇
{

−
𝜕𝑝′

𝜕𝑥′
+ 𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑢′

𝜕𝑥′2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑦′2) − 𝛾𝑢
′𝐵2𝑠𝑖𝑛2𝛿 + 𝛾𝑣 ′𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿

−
𝜕𝑝′

𝜕𝑦′
+ 𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑣′

𝜕𝑥′2
+

𝜕2𝑣′

𝜕𝑦′2) + 𝛾𝑢
′𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿 − 𝛾𝑣 ′𝐵2𝑐𝑜𝑠2𝛿 − 𝜌𝑔

}                           

 

 Suivant la direction x, on a : 

(𝐾∗ 𝑐𝑜𝑠²𝜃 + 𝑠𝑖𝑛²𝜃)𝑢′+ (𝐾∗ − 1)
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
𝑣′ =

𝐾2

𝑣
(−

1

𝜌𝑟

𝜕𝑝′

𝜕𝑥′
+

1

𝜌𝑟
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑢′

𝜕𝑥′2
+

𝜕2𝑢′

𝜕𝑦′2) −
1

𝜌𝑟
𝛾𝑢′𝐵2𝑠𝑖𝑛2𝛿 +

1

𝜌𝑟
𝛾𝑣 ′𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿)                                                                                       

 

 Suivant la direction y, on a : 

(𝐾∗ 𝑠𝑖𝑛²𝜃 + 𝑐𝑜𝑠²𝜃)𝑣′+ (𝐾∗ − 1)
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
𝑢′ =

𝐾2

𝑣
(−

1

𝜌𝑟

𝜕𝑝′

𝜕𝑦′
+

1

𝜌𝑟
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑣′

𝜕𝑥′2
+

𝜕2𝑣′

𝜕𝑦′2) +
1

𝜌𝑟
𝛾𝑢′𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿 −

1

𝜌𝑟
𝛾𝑣 ′𝐵2𝑐𝑜𝑠2𝛿 −

𝛥𝜌

𝜌𝑟
𝑔)                                                                (2.21) 

 

 

                                               

 

2.3 Hypothèse de Boussinesq 

Selon l’hypothèse de Boussinesq [2, 33, 34, 35], les variations de 

température dans le milieu poreux engendrent de faibles variations de 

densité, lesquelles sont néanmoins à l’origine du mouvement convectif. Elle 

permet d’écrire : 

 𝜌 = 𝜌𝑟 + 𝛥𝜌                                                                                                (2.22) 

( ) rr TT ''1 −−=                                                                                                           (2.23) 

(2.20) 

(2.19) 
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( )r

r

TTgg ''−=


− 



                                                                                                       (2.24) 

 ( )21.2  devient :  

(𝐾∗ 𝑠𝑖𝑛²𝜃 + 𝑐𝑜𝑠²𝜃)𝑣′+ (𝐾∗ − 1)
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
𝑢′ =

𝐾2

𝑣
(−

1

𝜌𝑟

𝜕𝑝′

𝜕𝑦′
+

1

𝜌𝑟
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑣′

𝜕𝑥′2
+

𝜕2𝑣′

𝜕𝑦′2) +
1

𝜌𝑟
𝛾𝑢′𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿 −

1

𝜌𝑟
𝛾𝑣 ′𝐵2𝑐𝑜𝑠2𝛿 + 𝑔𝛽(𝑇′− 𝑇′𝑟))                                  (2.25) 

Le système équivaut à : 

 Suivant la direction x’, on a : 

(𝐾∗ 𝑐𝑜𝑠²𝜃 + 𝑠𝑖𝑛²𝜃 +
1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛2𝛿)𝑢′+ ((𝐾∗ − 1)

𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
−

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿)𝑣′ =

𝐾2

𝑣
(−

1

𝜌𝑟

𝜕𝑝′

𝜕𝑥′
+

1

𝜌𝑟
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑢′

𝜕𝑥′2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑦′2))                                      (2.26) 

 

 

 

 

 

 Suivant la direction y’, le mouvement du fluide convectif est décrit par 

l’équation (2.27). 

((𝐾∗ − 1)
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
−

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿)𝑢′ + (𝐾∗ 𝑠𝑖𝑛²𝜃 + 𝑐𝑜𝑠²𝜃 +

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑐𝑜𝑠2𝛿) 𝑣 ′ =

𝐾2

𝑣
(−

1

𝜌𝑟

𝜕𝑝′

𝜕𝑦′
+

1

𝜌𝑟
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑣′

𝜕𝑥′2
+

𝜕2𝑣′

𝜕𝑦′2) + 𝑔𝛽(𝑇′− 𝑇′𝑟))       (2.27) 

 Suivant la direction x’, le mouvement du fluide convectif est décrit par 

l’équation (2.28).   
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∂𝑢’

∂𝑥’
= −

∂𝑣’

∂𝑦’
 

(𝐾∗ 𝑐𝑜𝑠²𝜃 + 𝑠𝑖𝑛²𝜃 +
1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛2𝛿)𝑢′ + ((𝐾∗ − 1)

𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
−

𝐵2 (
𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
) 𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿)𝑣 ′ = (−

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣

𝜕𝑝′

𝜕𝑥′
+

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑢′

𝜕𝑥′2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑦′2))                     (2.28) 

 Suivant la direction y’, le mouvement du fluide convectif est décrit par 

l’équation (2.29). 

((𝐾∗ − 1)
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
−

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿)𝑢′ + (𝐾∗ 𝑠𝑖𝑛² 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠² 𝜃 +

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑐𝑜𝑠2𝛿)𝑣′ = (−

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣

𝜕𝑝′

𝜕𝑦′
+

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑣′

𝜕𝑥′2
+

𝜕2𝑣′

𝜕𝑦′2
) +

𝐾2

𝑣
𝑔𝛽(𝑇′ − 𝑇′𝑟))  

                                                                                                                                                              

Dérivons l’équation (2.28) de la direction x’ par rapport à y’ et l’équation 

(2.29) de la direction y’ par rapport à x’ ; on a :  

 

(𝐾∗ 𝑐𝑜𝑠²𝜃 + 𝑠𝑖𝑛²𝜃 +
1

𝜌
𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛2𝛿)

𝜕𝑢′

𝜕𝑦′
+ ((𝐾∗ − 1)

𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
−

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿)

𝜕𝑣′

𝜕𝑦′
= (−

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣

𝜕2𝑝′

𝜕𝑥′𝜕𝑦′
+

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕3𝑢′

𝜕𝑥′2𝜕𝑦′
+
𝜕3𝑢′

𝜕𝑦′3))                    (2.30)  

                                              

 

((𝐾∗ − 1)
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
−

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿)

𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
+ (𝐾∗ 𝑠𝑖𝑛² 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠²𝜃 +

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑐𝑜𝑠2𝛿)

𝜕𝑣′

𝜕𝑥′
= (−

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣

𝜕2𝑝′

𝜕𝑥′𝜕𝑦′
+

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕3𝑣′

𝜕𝑥′3
+

𝜕3𝑣′

𝜕𝑥′𝜕𝑦′²
) +

𝐾2

𝑣
𝑔𝛽

𝜕(𝑇′−𝑇′𝑟)

𝜕𝑥′
)      (2.31) 

De l’équation de continuité  

 

On a : 

                                                                                         

(2.30) − (2.31)      donne :  

(2.32) 

𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
+
𝜕𝑣′

𝜕𝑦′
= 0 

(2.29) 
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(𝐾∗ 𝑐𝑜𝑠²𝜃 + 𝑠𝑖𝑛²𝜃 +
1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛2𝛿)

𝜕𝑢′

𝜕𝑦′
− ((𝐾∗ − 1) 𝑠𝑖𝑛(2𝜃) −

2
1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑐𝑜𝑠𝛿𝑠𝑖𝑛𝛿)

𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
− (𝐾∗ 𝑠𝑖𝑛²𝜃 + 𝑐𝑜𝑠²𝜃 +

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑐𝑜𝑠2𝛿)

𝜕𝑣′

𝜕𝑥′
=

−
𝐾2

𝑣
𝑔𝛽

𝜕(𝑇′−𝑇′𝑟)

𝜕𝑥′
+

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕3𝑢′

𝜕𝑦′3
+ 2

𝜕3𝑢′

𝜕𝑥′2𝜕𝑦′
−

𝜕3𝑣′

𝜕𝑥′3
)                                                                (2.33) 

                                                     

Introduisons la fonction courant  𝝍′ à partir de laquelle les composantes du 

vecteur-vitesse peuvent être définies comme suit : 

 

𝑢′ =
𝜕𝜓′

𝜕𝑦′
    et      𝑣’ = −

𝜕𝜓’

𝜕𝑥’
                                                                                        (2.34) 

 

On a alors : 

(𝐾∗ 𝑐𝑜𝑠²𝜃 + 𝑠𝑖𝑛²𝜃 +
1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛2𝛿)

𝜕2𝜓′

𝜕𝑦′2
− ((𝐾∗ − 1) 𝑠𝑖𝑛(2𝜃) −

2
1

𝜌
𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑐𝑜𝑠𝛿𝑠𝑖𝑛𝛿)

𝜕2𝜓′

𝜕𝑥′𝜕𝑦′
− (𝐾∗ 𝑠𝑖𝑛²𝜃 + 𝑐𝑜𝑠²𝜃 +

1

𝜌
𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑐𝑜𝑠2𝛿)

𝜕2𝜓′

𝜕𝑥′2
=

−
𝐾2

𝑣
𝑔𝛽

𝜕(𝑇′−𝑇′𝑟)

𝜕𝑥′
+

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕4𝜓′

𝜕𝑦′4
+ 2

𝜕4𝜓′

𝜕𝑥′2𝜕𝑦′2
+
𝜕4𝜓′

𝜕𝑥′4
)                                                               

                                           

2.4 Équations de base  
 

 Le principe de conservation de la masse conduit à l’équation de 

continuité suivante pour un fluide incompressible : 

𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
+
𝜕𝑣′

𝜕𝑦′
= 0 

                                                                                                          

 

 

(2.35) 

(2.36)              
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 Equations de quantité de mouvement : 

Suivant la direction x’ : 

(𝐾∗ 𝑐𝑜𝑠²𝜃 + 𝑠𝑖𝑛²𝜃 +
1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛2𝛿)𝑢′ + ((𝐾∗ − 1)

𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
−

1

𝜌
𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿)𝑣 ′ = −

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣

𝜕𝑝′

𝜕𝑥′
+

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑢′

𝜕𝑥′2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑦′2)                    

Suivant la direction y’ : 

((𝐾∗ − 1)
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)

2
−

1

𝜌
𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑠𝑖𝑛𝛿𝑐𝑜𝑠𝛿)𝑢′ + (𝐾∗ 𝑠𝑖𝑛²𝜃 + 𝑐𝑜𝑠²𝜃 +

1

𝜌
𝑟

𝐾2

𝑣
𝛾𝐵2𝑐𝑜𝑠2𝛿)𝑣 ′ = (−

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣

𝜕𝑝′

𝜕𝑦′
+

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝜇𝑒𝑓𝑓 (

𝜕2𝑣′

𝜕𝑥′2
+

𝜕2𝑣′

𝜕𝑦′2) +
𝐾2

𝑣
𝑔𝛽(𝑇′−

𝑇′𝑟))     

 Le principe de conservation d’énergie conduit à l’équation de 

l’énergie dans laquelle la dissipation visqueuse est négligée : 

 

           𝜎
𝜕𝑇′

𝜕𝑡′
+ 𝑢′

𝜕𝑇′

𝜕𝑥′
+ 𝑣′

𝜕𝑇′

𝜕𝑦′
= 𝛼 (

𝜕²𝑇′

𝜕𝑥′²
+

𝜕²𝑇′

𝜕𝑦′²
)                                                                 (2.39) 

 
 
 

2.5 Système d’équations gouvernantes 
 

( )
( )

fpr

mpr

c

c




 =  : est le rapport des capacités calorifiques respectives du milieu 

poreux et du fluide                                                                                    (2.40) 

( )
fpr c

k


 =  : est la diffusivité du thermique                                                     (2.41) 

(2.37) 

(2.38) 
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1

2*

K

K
K =                                                                                                ( )42.2

𝑎 = 𝐾∗ 𝑐𝑜𝑠² 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛²𝜃                                                                                                                        (2.43) 

𝐻𝑎 = 𝐵 (
𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
)

1

2
                                                                                                                                        (2.44)   

( ) 2sin1 *Kb −=                                                                                                                                   (2.45) 

𝑐 = 𝐾∗ 𝑠𝑖𝑛²𝜃 + 𝑐𝑜𝑠² 𝜃                                                                                                                         (2.46) 

Le système d’équations gouvernantes se présente comme suit : 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
  
𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
+

𝜕𝑣′

𝜕𝑦′
= 0

 (𝑎 + 𝐵2 (
𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
) 𝑠𝑖𝑛2𝛿)

𝜕𝑢′

𝜕𝑦′
+ (𝑏 − 2𝐵2 (

𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
) 𝑐𝑜𝑠𝛿𝑠𝑖𝑛𝛿)

𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
− (𝑐 + 𝐵2 (

𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
) 𝑐𝑜𝑠2𝛿)

𝜕𝑣′

𝜕𝑥′
= 

−
𝐾2

𝑣
𝑔𝛽

𝜕𝑇′

𝜕𝑥′
+

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝜇𝑒𝑓𝑓 [(

𝜕3𝑢′

𝜕𝑦′3
−
𝜕3𝑣′

𝜕𝑥′3
) +

𝜕2

𝜕𝑥′𝜕𝑦′
(
𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
−

𝜕𝑣′

𝜕𝑦′
)]

                              

 𝜎
𝜕𝑇′

𝜕𝑡′
+ 𝑢′

𝜕𝑇′

𝜕𝑥′
+ 𝑣′

𝜕𝑇′

𝜕𝑦′
= 𝛼 (

𝜕²𝑇′

𝜕𝑥′²
+

𝜕²𝑇′

𝜕𝑦′²
)

  

 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
   𝑢′ =

𝜕𝜓′

𝜕𝑦′
                                                                                                           

  𝑣′ = −
𝜕𝜓′

𝜕𝑥′

  (𝑎 + 𝐵2 (
𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
) 𝑠𝑖𝑛2𝛿)

𝜕2𝜓′

𝜕𝑦′2 +

(𝑏 − 2𝐵2 (
𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
) 𝑐𝑜𝑠𝛿𝑠𝑖𝑛𝛿)

𝜕2𝜓′

𝜕𝑥′𝜕𝑦′
− (

𝑐 +

𝐵2 (
𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
) 𝑐𝑜𝑠2𝛿)

𝜕2𝜓′

𝜕𝑥′2
=

−
𝐾2

𝑣
𝑔𝛽

𝜕𝑇′

𝜕𝑥′
+

1

𝜌𝑟

𝐾2

𝑣
𝜇𝑒𝑓𝑓 [

𝜕4𝜓′

𝜕𝑥′4
+ 2

𝜕4𝜓′

𝜕𝑥′2𝜕𝑦′2 +
𝜕4𝜓′

𝜕𝑦′4
]                                                      

  𝜎
𝜕𝑇′

𝜕𝑡 ′
+
𝜕𝜓′

𝜕𝑦′

𝜕𝑇′

𝜕𝑥′
+
𝜕𝜓′

𝜕𝑥′
𝜕𝑇′

𝜕𝑦′
= 𝛼 (

𝜕2𝑇′

𝜕𝑥′2
+
𝜕2𝑇′

𝜕𝑦′2)

                    

 

2.6 Conditions initiales et aux limites  

2.6.1 Conditions initiales 

(2.47) 

(II) 

(I) 

(2.42) 

(2.48) 
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A l’instant initial, le fluide n’est pas en mouvement dans la cavité. 

Ainsi à t = 0, on a : 

( 𝑈 ′ = 𝑉 ′ = 0 ), ( 𝑥′ = 0, 𝑇′ = 𝑇1
′ ) , ( 𝑥′ = 𝐿′, 𝑇′ = 𝑇2

′ )                                   (2.49)  

 

2.6.2 Conditions aux limites 

D’après le modèle de Darcy-Brinkman [18], les particules du fluide en contact 

avec les parois restent immobiles. 

2.7 Généralités sur la l’adimensionnalisation   

Tel qu’observé dans la littérature [2, 3, 4, 5, 29], dans le but de faciliter 

l’interprétation des résultats, nous allons introduire des variables 

adimensionnelles. Le passage des variables dimensionnelles aux variables 

adimensionnelles est basé sur le système ci-après : 

 

{
 
 

 
 (𝑥, 𝑦) =

(𝑥 ′,𝑦′)

𝐻′

𝑇 =
(𝑇′−𝑇′1)

𝛥𝑇′

(𝑢, 𝑣) =
(𝑢′,𝑣′)

𝐻′

𝛼

            avec      ( )12 ''' TTT −=                                                           (2.50) 

 

 

 

 

 

2.7.1 Premier cas : axes positionnés aux bords de la cavité 
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La Figure 2. 2 montre le schéma de distribution de la température  pour des 

axes positionnés aux bords de la cavité. 

 
Figure 2. 2 : schéma de distribution de la température pour des axes 

positionnés aux bords de la cavité 

Les Tableaux 2. 1 et 2. 2 permettent d’exprimer les conditions aux limites de 

la cavité dans leurs formes dimensionnelle et adimensionnelle lorsque les 

axes sont positionnés aux bords de la cavité comme l’indique la Figure 2. 2. 
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Tableau 2. 1 : forme générale de la distribution de la température 
lorsque les axes sont positionnés aux bords de la cavité 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Tableau 2. 2 : température aux limites lorsque les axes sont 
positionnés aux bords de la cavité 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FORMES DIMENSIONNELLES FORMES ADIMENSIONNELLES 

𝝏

𝝏𝒚′
𝑻′(𝒙′, 𝟎) = 𝟎 

 

𝝏

𝝏𝒚
𝑻(𝒙, 𝟎) = 𝟎 

 

𝝏

𝝏𝒚′
𝑻′(𝒙′, 𝑯′) = 𝟎 

 

𝝏

𝝏𝒚
𝑻(𝒙, 𝟏) = 𝟎 

 

𝑻′(𝒙′,  𝟎) =
𝑻′𝟐 − 𝑻

′
𝟏

𝑳′
𝒙′ + 𝑻′𝟏 𝑻(𝒙 ,  𝟎) = 𝑨 𝒙 

𝑻′(𝒙′,  𝑯′) =
𝑻′𝟐 − 𝑻

′
𝟏

𝑳′
𝒙′ + 𝑻′𝟏 𝑻(𝒙 ,  𝟎) = 𝑨 𝒙 

FORMES DIMENSIONNELLES FORMES ADIMENSIONNELLES 

𝑻′(𝟎,  𝟎) = 𝑻′𝟏 𝑻(𝟎,  𝟎) = 𝟎 

𝑻′(𝑳′,  𝟎) = 𝑻′𝟐 
 

𝑻(
𝟏

𝑨
,  𝟎) = 𝟏 

   

 𝑻′(𝑳′,  𝑯′) = 𝑻′𝟐 
  

 

𝑻(
𝟏

𝑨
,  𝟏) = 𝟏 

   

 𝑻′(𝟎 , 𝑯′) = 𝑻′𝟏 
  

  

𝑻(𝟎,  𝟏) = 𝟎 

  
 

  𝑻′ (
𝑳′

𝟐
,
𝑯′

𝟐
) =

𝑻′𝟏 + 𝑻
′
𝟐

𝟐
 

  

𝑻 (
𝟏

𝟐𝑨
,
𝟏

𝟐
) =

𝟏

𝟐
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2.7.2 Deuxième cas : axes positionnés au centre de la cavité 

Le schéma de distribution de la température pour des axes positionnés au 

centre de la cavité est présenté à la Figure 2. 3. 

 

Figure 2. 3 : schéma de distribution de la température pour des axes 
positionnés au centre de la cavité 

 

Les Tableaux 2. 3 et 2. 4 permettent d’exprimer la distribution de la 

température de la cavité dans leurs formes dimensionnelle et 

adimensionnelle lorsque les axes sont positionnés au centre de la cavité 

comme l’indique la Figure 2. 3. 
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Tableau 2. 3 : forme générale de la distribution de température lorsque 
les axes sont positionnés au centre de la cavité 

 

 

Tableau 2. 4 : température aux limites lorsque les axes sont 
positionnés au centre de la cavité 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FORMES DIMENSIONNELLES FORMES ADIMENSIONNELLES 

𝝏

𝝏𝒚′
𝑻′ (𝒙′, −

𝑯′

𝟐
) = 𝟎 

𝝏

𝝏𝒚
𝑻(𝒙,− 

𝟏

𝟐
) = 𝟎 

 

𝝏

𝝏𝒚′
𝑻′ (𝒙′,

𝑯′

𝟐
) = 𝟎 

𝝏

𝝏𝒚
𝑻(𝒙,  

𝟏

𝟐
) = 𝟎 

 

𝑻′ (𝒙′,  −
𝑯′

𝟐
) =

𝑻′𝟐 − 𝑻
′
𝟏

𝑳′
 𝒙′ +

𝑻′𝟏 + 𝑻
′
𝟐

𝟐
 𝑻(𝒙 ,  −  

𝟏

𝟐
) = 𝑨 𝒙 +

𝟏

𝟐
 

𝑻′ (𝒙′,  
𝑯′

𝟐
) =

𝑻′𝟐 − 𝑻
′
𝟏

𝑳′
𝒙′ +

𝑻′𝟏 + 𝑻
′
𝟐

𝟐
 𝑻(𝒙 ,  

𝟏

𝟐
) = 𝑨 𝒙 +

𝟏

𝟐
 

FORMES DIMENSIONNELLES FORMES ADIMENSIONNELLES 

     𝑻′ (−
𝑳′

𝟐
,− 

𝑯′

𝟐
) = 𝑻′𝟏 𝑻(− 

𝟏

𝟐𝑨
 , − 

𝟏

𝟐
) = 𝟎 

 

     𝑻′ (
𝑳′

𝟐
,− 

𝑯′

𝟐
) = 𝑻′𝟐 

𝑻( 
𝟏

𝟐𝑨
 , − 

𝟏

𝟐
) = 𝟏 

  

     𝑻′ (
𝑳′

𝟐
,  
𝑯′

𝟐
) = 𝑻′𝟐 𝑻 ( 

𝟏

𝟐𝑨
 ,  
𝟏

𝟐
) = 𝟏 

     𝑻′ (−
𝑳′

𝟐
,  
𝑯′

𝟐
) = 𝑻′𝟏 

  

𝑻(−
𝟏

𝟐𝑨
 ,  
𝟏

𝟐
) = 𝟎 

  

      𝑻′(𝟎, 𝟎) =
𝑻′𝟏 + 𝑻

′
𝟐

𝟐
 

  

𝑻(𝟎 ,  𝟎) =
𝟏

𝟐
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2.7.3 Système d’équations gouvernantes adimensionnelles     

Le système d’équations 2.50 permet de faire passer le système d’équations 

2.48 de la forme dimensionnelle à sa forme adimensionnelle 2.51. 

{
 
 
 
 

 
 
 
   𝑢 =

𝜕𝜓

𝜕𝑦

  𝑣 = −
𝜕𝜓

𝜕𝑥

(𝑎 + 𝐻𝑎²𝑠𝑖𝑛2𝛿)
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
+ (𝑏 − 2𝐻𝑎2𝑐𝑜𝑠𝛿𝑠𝑖𝑛𝛿)

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
− (𝑐 + 𝐻𝑎2𝑐𝑜𝑠2𝛿)

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
=

−𝑅𝑎
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝜆𝐷𝑎 [

𝜕4𝜓

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝜓

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝜓

𝜕𝑦4
]                                                                    

 𝜎
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+
𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+
𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 𝛼 (

𝜕²𝑇

𝜕𝑥²
+

𝜕²𝑇

𝜕𝑦²
)

                 

Les paramètres de contrôle utilisés dans le système d’équation 2.51 sont 

définis de 2.52 à 2.58. 

𝐻𝑎 = 𝐵 (
𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
)
1/2

 : est le nombre de Hartmann                                           (2.52) 

𝑅𝑎 =
𝐾2𝑔𝛽

𝛼𝑣
 : est le nombre de Rayleigh                                                     (2.53) 

𝐷𝑎 : est le nombre de Darcy                                                                     (2.54) 

1

2*

K

K
K =  : est le rapport d’anisotropie                                                        (2.55) 

'

'

L

H
A =  : est le facteur de forme géométrique de la cavité                                  (2.56) 






eff
=  : est la viscosité relative                                                               (2.57) 

En pratique, l’approximation  =eff  est souvent utilisée.  

Par conséquent,  sera pris égal à l’unité :  𝜆 = 1                                   (2.58) 

 
 
 

(2.51) 
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2.8 Conditions aux limites 
 

Dans le cadre de cette thèse, les conditions aux limites ont été étudiées à 

partir de la Figure 2. 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.8.1 Conditions hydrodynamiques  

Dans le modèle de Brinkman, elles se traduisent par l’adhérence du fluide 

aux parois ; en effet, on a : 

 

 

 

 

 

 

(𝑳′,  𝟎) 

𝑷𝒂𝒓𝒐𝒊 𝒂𝒅𝒊𝒂𝒃𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆 ⊥ 𝒚′ ⟹
𝝏

𝝏𝒚′
𝑻′(𝒙′, 𝑯′) = 𝟎 

𝑷𝒂𝒓𝒐𝒊 𝒂𝒅𝒊𝒂𝒃𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆 ⊥ 𝒚′ ⟹
𝝏

𝝏𝒚′
𝑻′(𝒙′, 𝟎) = 𝟎 

(𝟎,  𝟎) 

(𝟎,  𝟎) 

(𝟎,  𝑯′) 

𝒚′,  𝒗′ 

𝒙′,  𝒖′ 

𝑻′𝟐 𝑻′𝟏 

(𝑳′,  𝑯′) 

𝑯′ 

𝑻′𝟏 + 𝑻
′
𝟐

𝟐
 

𝑳′ 

(
𝑳′

𝟐
,  
𝑯′

𝟐
) 

𝒚′ = 𝑯′ ⇒ (𝒙′, 𝒚′) = (𝒙′, 𝑯′) 

𝒚′ = 𝟎 ⇒ (𝒙′, 𝒚′) = (𝒙′, 𝟎) 

Formes dimensionnelles Formes adimensionnelles 

2.8.1.1 Sur les parois horizontales :  

𝒖’(𝒙’, 𝟎) = 𝒖’(𝒙’,𝑯’) = 𝟎                          
 

𝒖(𝒙, 𝟎) = 𝒖(𝒙, 𝟏) = 𝟎                (2.59) 

2.8.1.2 Sur les parois verticales : 

 

 

𝒗’(𝟎, 𝒚’) = 𝒗’(𝑳’, 𝒚’) = 𝟎 
 

𝒗 (𝟎, 𝒚) = 𝒗(
𝟏

𝑨
, 𝒚) = 𝟎                (2.60) 

 

Figure 2. 4 : description des conditions aux limites 
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2.8.2 Conditions thermiques  

Formes dimensionnelles Formes adimensionnelles 

2.8.2.1 Sur les parois verticales :  

𝐓’(𝟎, 𝐲’) = 𝐓’𝟏 𝐓(𝟎, 𝐲) = 𝟎                                    (2.61) 

𝑻’(𝑳’, 𝒚’) = 𝑻’𝟐 𝐓(
𝟏

𝐀
, 𝐲) = 𝟏                                   (2.62)  

2.8.2.2 Sur les parois horizontales :   

Nous envisagerons les deux cas 
suivants : 

 

Premier cas : parois adiabatiques  

𝝏

𝝏𝒚′
𝐓′(𝒙′, 𝟎) = 𝟎 

𝝏

𝝏𝐲
𝐓(𝒙, 𝟎) = 𝟎                                        (2.63) 

𝝏

𝝏𝒚′
𝐓′(𝒙′, 𝐇′) = 𝟎 

𝝏

 𝝏𝐲
𝐓(𝒙, 𝟏) = 𝟎                                  (2.64) 

Deuxième cas : parois thermiquement 

conductrices 
 

𝐓′(𝒙′, 𝟎) =
𝐓′𝟐 − 𝐓

′
𝟏

𝑳’
𝒙′ + 𝐓′𝟏 

𝐓(𝒙, 𝟎) = 𝐀 𝒙                                   (2.65) 

𝐓′(𝒙′, 𝐇′) =
𝐓′𝟐 − 𝐓

′
𝟏

𝑳’
𝒙′ + 𝐓′𝟏 

 𝐓(𝒙, 𝟏) = 𝐀 𝒙                                  (2.66) 

 

 

 

2.9 Taux de transfert de chaleur ,  

Le transfert thermique à travers la couche poreuse, mesuré à l’aide du 

nombre de Nusselt moyen, est évalué sur les parois verticales froide et 

chaude par l’expression :  

𝑁𝑢 =
𝑞′

𝑞′𝑐
                     (2.67) 

𝑞′𝑐 =
𝑘𝐻𝛥𝑇

𝐿
                   (2.68) 
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où 𝑞′𝑐 est la chaleur par conduction pure à travers la couche poreuse  

𝑞′ = ∫ [𝑘
𝜕𝑇′

𝜕𝑥′
− (𝜌𝑐𝑝)𝑓𝑢′𝑇′]

𝐻′

0
𝑑𝑦′                                                                    (2.69) 

où 'q  est la chaleur par convection à travers la couche poreuse. 

L’expression du taux de transfert de chaleur en variables adimensionnelles, 

se présente comme suit :  

dyuT
x

T

A
Nu  








−




=

1

0

1
                                                                                (2.70) 

 

Conclusion : 

L’équation de darcy généralisée pour un milieu poreux anisotrope, 

l’hypothèse de Boussinesq, les équations de base à savoir l’équation de 

continuité, l’équations de quantité de mouvement et l’équation de 

l’énergie nous ont permis de modéliser la convection naturelle 

magnétohydrodynamique dans une cavité poreuse anisotrope chauffée par 

les côtés par un système d’équations gouvernantes dont les termes seront 

discrétisés pour nous permettre de résoudre numériquement le problème. 
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Chapitre 3 : résolution numérique du problème 

 

Introduction 

En plus de la méthode des différences finies adoptée dans cette étude, la 

méthode des volumes finis est fréquemment utilisée dans les simulations 

numériques des problèmes de convection naturelle et de la mécanique des 

fluides. Lors de la simulation numérique on procède par la discrétisation, qui 

permet la substitution des équations différentielles de transport par des 

équations algébriques. 

 

Ces équations algébriques décrivent les mêmes phénomènes physiques 

modélisés par les équations différentielles originales, mais en un certain 

nombre discret de points. 

 

3.1 Méthode des différences finies, principe de représentation 

La méthode des différences finies [22, 23] consiste à remplacer les dérivées 

partielles par des différences divisées ou combinaisons de valeurs 

ponctuelles de la fonction, en un nombre fini de points discrets ou nœuds de 

maillage. 

 

Soit le maillage régulier en 1D schématisé sur la Figure 3. 1. 

 

Figure 3. 1 : maillage régulier unidimensionnel 
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Avec : iiii xxxxdx −=−= +− 11                                                                                                               (3.1) 

On exprime les dérivées partielles en fonction des valeurs aux points de 

discrétisation, on a: 

²

2

²

² 11

xx

iii

i 

+−
=











 −+ 
                                                                                                                         (3.2) 

Et 

 

















−



−



−

=












−+

−

+

x

x

x

x

ii

ii

ii

i

2

11

1

1








          Schéma décentré à gauche                                        (3.3) 

On peut noter qu’à priori, on a le choix entre les trois formes d’approximation 

de la dérivée première. Le schéma décentré à droite est celui que nous 

avions choisi pour approximer les dérivées partielles d’ordre un dans cette 

thèse. 

3.2 Maillage et stockage des variables 

Dans la simulation par la méthode des différences finies, le domaine de 

calcul (domaine physique) est divisé en un nombre fini de sous-domaines 

élémentaires appelés cellules, qui sont la résultante de l’intersection des 

grilles horizontales et verticales. Toutes les grandeurs température, courant 

et vitesse sont stockées à cette intersection, il s’agit d’un maillage simple 

illustré par la Figure 3. 2. Le domaine de calcul avec des mailles fantômes 

est présenté à la Figure 3. 3. 

 

 

 

Schéma décentré à droite 

Schéma centré 
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                                                              TVU ,,, =  

 

 

  

Figure 3. 3 : domaine de calcul avec des mailles fantômes 

j+2 

i+2 i+1 i 

j 

j+1  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3. 2 : stockage des variables 
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3.3 Discrétisation des équations gouvernantes 

Les termes du système d’équations gouvernantes obtenu lors de la 

formulation mathématique ont été discrétisés en vue d’une résolution 

numérique. 

3.3.1 Discrétisation de l’équation de quantité de mouvement 

L’équation de quantité de mouvement du fluide convectif est la suivante : 

(𝑲∗ 𝒔𝒊𝒏²𝜽 + 𝒄𝒐𝒔²𝜽 +
𝑲𝟐𝑩

2𝜸

𝝂𝝆𝒓
𝑐𝑜𝑠2𝛿)

𝝏2𝝍

𝝏𝒙2
+ ((𝟏 − 𝑲∗) 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜽 −

2𝐵2 (
𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
) 𝑐𝑜𝑠𝛿𝑠𝑖𝑛𝛿)

𝝏2𝝍

𝝏𝒙𝝏𝒚
+ (𝑲∗ 𝒄𝒐𝒔²𝜽 + 𝒔𝒊𝒏²𝜽 +

𝑲𝟐𝜷
2𝜸

𝝂𝝆𝒓
𝑠𝑖𝑛2𝛿)

𝝏2𝝍

𝝏𝒚2
  = −

𝑲𝟐𝒈𝜷

𝝂

𝝏𝑻

𝝏𝒙
+

𝑲𝟐𝝁𝒆𝒇𝒇

𝝂𝝆𝒓
(
𝝏𝟒𝝍

𝝏𝒙𝟒
+ 𝟐

𝝏𝟒𝝍

𝝏𝒙𝟐𝝏𝒚𝟐
+
𝝏𝟒𝝍

𝝏𝒚𝟒
)                                                                                                                  (3.4) 

En posant : 

𝑎′ = 𝑲∗ 𝒔𝒊𝒏²𝜽+ 𝒄𝒐𝒔²𝜽+
𝑲𝟐𝑩²𝜸

𝝂𝝆𝒓
𝑐𝑜𝑠2𝛿                                                                                                   (3.5) 

𝑏′ = ((𝟏−𝑲∗)𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽 −2𝐵
2
(
𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
)𝑐𝑜𝑠𝛿𝑠𝑖𝑛𝛿)                                                               (3.6) 

𝑐′ = 𝑲∗ 𝒄𝒐𝒔²𝜽+ 𝒔𝒊𝒏²𝜽+
𝑲𝟐𝜷²𝜸

𝝂𝝆𝒓
𝑠𝑖𝑛2𝛿                                                                                                        (3.7) 

Avec : 𝐻𝑎 = 𝐵 (
𝐾2𝛾

𝜈𝜌𝑟
)
1/2

                                                                                                                        (3.8) 

Ra

THgK

gK
d

−=


−=

−=









''2

2

                                                                                                                                       (3.9) 

Da

H

K

r

K
e

eff









=

=

−=

'²

2

2

                                                                                                                                                 (3.10) 

Dans la pratique, on adopte 1= , par conséquent : 
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'²

2

H

K
Dae ==                                                                                                                                      (3.11) 

Sous forme adimensionnelle, l’équation (3.4) devient :  

𝒂′
𝝏𝟐𝝍

𝝏𝒙𝟐
+ 𝒃′

𝝏𝟐𝝍

𝝏𝒙𝝏𝒚
+ 𝒄′

𝝏²𝝍

𝝏𝒚²
= 𝒅

𝝏𝑻

𝝏𝒙
+ 𝒆(

𝝏𝟒𝝍

𝝏𝒙𝟒
+ 𝟐

𝝏𝟒𝝍

𝝏𝒙𝟐𝝏𝒚²
+
𝝏𝟒𝝍

𝝏𝒚𝟒
)                                                          (3.12) 

La discrétisation de tous les termes aux dérivées partielles (voir équations 

3.14 à 3.20) de l’équation 3.12 donne : 

𝑎′ [
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
]
𝑖,𝑗
+ 𝑏′ [

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
]
𝑖,𝑗
+ 𝑐′ [

𝜕²𝜓

𝜕𝑦²
]
𝑖,𝑗
= 𝑑 [

𝜕𝑇

𝜕𝑥
]
𝑖,𝑗
+ 𝑒 [

𝜕4𝜓

𝜕𝑥4
]
𝑖,𝑗
+ 2𝑒 [

𝜕4𝜓

𝜕𝑥²
]
𝑖,𝑗
+ 𝑒 [

𝜕4𝜓

𝜕𝑦4
]
𝑖,𝑗

             (3.13) 

²

2

²

² ,1,,1

, xx

jijiji

ji 

+−
=











 −+ 

         

                                                                                                    (3.14) 

yxyx

jijijiji

ji


−+−
=











 +−−−−+++

4

² 1,11,11,11,1

,


                                                                                       (3.15) 

²

2

²

² 1,,1,

,
yy

jijiji

ji


+−
=











 −+ 
                                                                                                             (3.16) 

x

TT

x

T jiji

ji 

−
=











 + ,,1

,

                                                                                                                               (3.17) 
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Après regroupement et arrangement de tous les termes discrétisés, nous 

obtenons l’équation linéaire suivante : 

)( ,,1,21,1,11,12,

1,,1,2,1,1,11,1,2

jijijijijijiji

jijijijijijijiji

TTsqfhgp

lmlpghfq
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+−+−−++−

+++++−++

+−−+−−−−−





                           (3.21) 

où les coefficients f, h, l, m, g, s, p et q sont définis par : 

𝑔 =
𝑏∗𝛥𝑥3∗𝛥𝑦3

4
+
𝑒∗𝛥𝑥²∗𝛥𝑦²

2
                                                                     (3.22) 
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𝑓 =
𝑏∗𝛥𝑥3∗𝛥𝑦3

4
−
𝑒∗𝛥𝑥²∗𝛥𝑦²

2
                                                                                                          (3.23) 

ℎ = 𝑎 ∗ 𝛥𝑥² ∗ 𝛥𝑦4 + 4 ∗ 𝑒 ∗ 𝛥𝑦4 + 𝑒 ∗ 𝛥𝑥² ∗ 𝛥𝑦²                    (3.24) 

𝑙 = 𝑐 ∗ 𝛥𝑥4 ∗ 𝛥𝑦²+ 4 ∗ 𝑒 ∗ 𝛥𝑥4 + 𝑒 ∗ 𝛥𝑥² ∗ 𝛥𝑦²                                     (3.25) 

𝑝 = 𝑒 ∗ 𝛥𝑥4                                                                                                                                    (3.26) 

𝑞 = 𝑒 ∗ 𝛥𝑦4                                                                                                                                      (3.27)  

𝑠 = 𝑑 ∗ 𝛥𝑥3 ∗ 𝛥𝑦4                                                                                                                         (3.28) 

𝑚 = (2𝑎 ∗ 𝛥𝑥2𝛥𝑦4) + 2𝑎 ∗ 𝛥𝑥4𝛥𝑦²+ 6𝑒(𝛥𝑥4 + 𝛥𝑦4) + 2𝛥𝑥²𝛥𝑦²                          (3.29) 

3.3.2 Discrétisation de l’équation de l’énergie 

L’équation de l’énergie du fluide convectif est donnée par l’expression 

(3.30): 
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                                                                              (3.30) 

La discrétisation de tous les termes de l’équation (3.30) conduit à celle 3.31. 
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                                                                         (3.31) 

Cette discrétisation est faite en remplaçant les dérivées partielles continues 

par leurs correspondantes discrètes données par les équations 3.32 à 3.36. 
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                                                                                                                    (3.32) 

Les parois horizontales de la cavité étant adiabatiques (pas d’échange 

d’énergie avec le milieu extérieur), alors 
1

,

+













n

jit

T
 = 0 au niveau de ces parois. 

En ce qui concerne l’enceinte de la cavité, nous avons assimilé 
1

,

+













n

jit

T
 à un 

gradient de température dans notre étude. 
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[
∂T

∂x
]
i,j
=

Ti+1,j−Ti,j

Δx
                                                                                                                                 (3.33) 

[
∂T

∂y
]
i,j
=

Ti,j+1−Ti,j

Δy
                                                                                                                              (3.34) 

[
∂²T

∂x²
]
i,j
=

Ti+1,j−2Ti,j+Ti−1,j

Δx²
                                                                                                                 (3.35) 

[
∂²T

∂y²
]
i,j
=

Ti,j+1−2Ti,j+Ti,j−1

Δy²
                                                                                                                  (3.36) 

Après discrétisation, regroupement et arrangement de tous les termes, nous 

obtenons l’équation linéaire suivante : 

(Δ𝑦2 − Δ𝑥Δ𝑦2 ∗ 𝑈𝑖,𝑗) ∗ 𝑇𝑖+1,𝑗 + (Δ𝑥
2 − Δ𝑥Δ𝑦2 ∗ 𝑉𝑖,𝑗) ∗ 𝑇𝑖,𝑗+1 + Δ𝑦2 ∗ 𝑇𝑖−1,𝑗 + Δ𝑥2 ∗ 𝑇𝑖,𝑗−1 

(Δ𝑥Δ𝑦2 ∗ 𝑈𝑖,𝑗 + Δ𝑥2Δ𝑦 ∗ 𝑉𝑖,𝑗 − 2Δ𝑥² − 2Δ𝑦²) ∗ 𝑇𝑖,𝑗 = [
∂𝑇

∂𝑡
]
𝑖,𝑗

𝑛+1

                                                      (3.37) 

Cette équation décrit la distribution de la fonction de température au sein de 

la cavité qui est fonction des vitesses d’écoulement dans les deux directions. 

3.3.3  Discrétisation des équations de continuité 

La discrétisation des équations de continuité est donnée par :  
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                                                                                            (3.38) 

3.4 Système d’équations gouvernantes discrétisées 

En mettant ensemble, les quatre équations discrétisées, nous obtenons le 

système 3.39 d’équations discrétisées. 
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑈𝑖,𝑗 =

𝜓𝑖,𝑗+1−𝜓𝑖,𝑗

Δ𝑦

𝑉𝑖,𝑗 =
𝜓𝑖,𝑗−𝜓𝑖+1,𝑗

Δ𝑥

−𝑞𝜓𝑖−2,𝑗 + 𝑓𝜓𝑖−1,𝑗−1 + ℎ𝜓𝑖−1,𝑗 − 𝑔𝜓𝑖−1,𝑗+1 − 𝑝𝜓𝑖,𝑗−2 + 𝑙𝜓𝑖,𝑗−1 −𝑚𝜓𝑖,𝑗 + 𝑙𝜓𝑖,𝑗+1 − 𝑝𝜓𝑖,𝑗+2 − 𝑔𝜓𝑖+1,𝑗−1

+ℎ𝜓𝑖+1,𝑗 + 𝑓𝜓𝑖+1,𝑗+1 − 𝑞𝜓𝑖+2,𝑗 = 𝑠(𝑇𝑖+1,𝑗 − 𝑇𝑖,𝑗)

(Δ𝑦2 − Δ𝑥Δ𝑦2 ∗ 𝑈𝑖,𝑗) ∗ 𝑇𝑖+1,𝑗 + (Δ𝑥
2 − Δ𝑥Δ𝑦2 ∗ 𝑉𝑖,𝑗) ∗ 𝑇𝑖,𝑗+1 + Δ𝑦2 ∗ 𝑇𝑖−1,𝑗 + Δ𝑥2 ∗ 𝑇𝑖,𝑗−1

(Δ𝑥Δ𝑦2 ∗ 𝑈𝑖,𝑗 + Δ𝑥2Δ𝑦 ∗ 𝑉𝑖,𝑗 − 2Δ𝑥
2 − 2Δ𝑦2) ∗ 𝑇𝑖,𝑗 = [

∂𝑇

∂𝑡
]
𝑖,𝑗

𝑛+1

   

 

3.5 Discrétisation du taux de transfert de chaleur  

La discrétisation de l’équation (2.70) donne :  














−



−
=

+

jiji

jiji
TU

x

TT

A
Nu ,,

,1,1
                                                                               (3.40) 

3.6 Solution du système d’équations discrétisées 

3.6.1 Etapes de résolution du système d’équations discrétisées 

Les différentes étapes de résolution du système d’équations discrétisées 

sont résumées dans la Figure 3. 4. 

 

  

   (3.39) 
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Figure 3. 4 : schéma de résolution numérique 

3.7.2. Procédures de résolution du système d’équations discrétisées 

La cavité de largeur L et de hauteur H est décomposée suivant un grillage 

carré de taille M où M représente à la fois le nombre de lignes et le nombre 

de colonnes. 

La résolution du système d’équations gouvernantes discrétisées consiste à 

remplacer les solutions de l’équation linéaire de quantité de mouvement 

[A]*Si=B, correspondant à la troisième ligne du système, dans les trois 

équations restantes pour déterminer les autres inconnues. La résolution de 

cette équation linéaire nécessite la connaissance de la matrice [A] et du 

vecteur B et permet de déterminer les valeurs des inconnues Si qui se 

présentent comme suit : 

Si = [Si(1,1), Si(1,2), …, Si(1, M), Si(2,1), Si(2,2), .. , Si(2,M) .., Si(M,1),…., 

Si(M,M-1), Si (M,M)] 
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Le vecteur B est le vecteur des constantes qui est fonction des valeurs des 

températures Ti. Comme valeurs initiales, nous avons considéré que la 

distribution de la température suit une loi linéaire Ti=Ai, où A représenté le 

rapport de forme.  

La matrice [A] quant à elle, est construite à partir des coefficients q, f, h, g, p, 

l, m définis dans la section 4.1. et de la répétition en plusieurs motifs d’une 

sous-matrice [P] avec des décalages à gauche et à droite. En discrétisant le 

domaine L*H en un maillage 7*7, la sous-matrice [P] est représentée sur le 

Tableau 3. 1. 
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A titre d’exemple, en se positionnant au point ( ) ( )3,3, =ji , on obtient :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3,33,4*3,5*4,4*3,4*

2,4*5,3*4,3*3,3*2,3*1,3*4,2*3,2*2,2*3,1*

TiTisSiqSifSih

SigSipSilSimSilSipSigSihSifSiq

−=−+

+−−+−+−−++−
(3.41) 

Une fois les deux paramètres (A et B) connus, les valeurs du Si sont facilement calculées par la division 

matricielle de A par B.  Les valeurs du Si étant connues, les valeurs des vitesses U et V sont directement 

déterminées à partir de leurs expressions, qui sont fonction des valeurs du courant Si    















−
=



−
=

+

+

x
V

y
U

jiji

ji

jiji

ji

,1,

,

,1,

,





    

Tableau 3. 1 : sous matrice [P] 

-
q 

0 0 0 0 0 0 h 
-
g 

0 0 0 0 0 
-
m 

l 
-
p 

0 0 0 0 h f 0 0 0 0 0 
-
q 

0 0 0 0 0 0 

0 
-
q 

0 0 0 0 0 f h 
-
g 

0 0 0 0 l 
-
m 

l 
-
p 

0 0 0 
-
g 

h f 0 0 0 0 0 
-
q 

0 0 0 0 0 

0 0 
-
q 

0 0 0 0 0 f h 
-
g 

0 0 0 
-
p 

l 
-
m 

l 
-
p 

0 0 0 
-
g 

h f 0 0 0 0 0 
-
q 

0 0 0 0 

0 0 0 
-
q 

0 0 0 0 0 f h 
-
g 

0 0 0 
-
p 

l 
-
m 

l 
-
p 

0 0 0 
-
g 

h f 0 0 0 0 0 
-
q 

0 0 0 

0 0 0 0 
-
q 

0 0 0 0 0 f h 
-
g 

0 0 0 
-
p 

l 
-
m 

l 
-
p 

0 0 0 
-
g 

h f 0 0 0 0 0 
-
q 

0 0 

0 0 0 0 0 
-
q 

0 0 0 0 0 f h 
-
g 

0 0 0 
-
p 

l 
-
m 

l 0 0 0 0 
-
g 

h f 0 0 0 0 0 
-
q 

0 

0 0 0 0 0 0 
-
q 

0 0 0 0 0 f h 0 0 0 0 
-
p 

l 
-
m 

0 0 0 0 0 
-
g 

h 0 0 0 0 0 0 
-
q 

 

(3.42) 
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Les valeurs des vitesses U et V étant connues, elles sont introduites dans 

l’équation discrétisée de l’énergie qui est également un système d’équations 

linéaires avec une résolution matricielle, pour calculer de nouvelles valeurs 

de température en chaque point de la cavité qui seront réinjectées à nouveau 

dans l’équation linéaire initiale (à savoir l’équation de quantité de 

mouvement) A*Si=B, et reprendre le processus de résolution jusqu’à la 

convergence totale du système.  

(Δ𝑦2 − Δ𝑥Δ𝑦2 ∗ 𝑈𝑖,𝑗) ∗ 𝑇𝑖+1,𝑗 + (Δ𝑥
2 − Δ𝑥Δ𝑦2 ∗ 𝑉𝑖,𝑗) ∗ 𝑇𝑖,𝑗+1 + Δ𝑦2 ∗ 𝑇𝑖−1,𝑗 + Δ𝑥2 ∗ 𝑇𝑖,𝑗−1 +          

(Δ𝑥Δ𝑦2 ∗ 𝑈𝑖,𝑗 + Δ𝑥2Δ𝑦 ∗ 𝑉𝑖,𝑗 − 2Δ𝑥² − 2Δ𝑦²) ∗ 𝑇𝑖,𝑗 = [
∂𝑇

∂𝑡
]
𝑖,𝑗

𝑛+1

                                    (3.43)  

Une fois les valeurs discrètes des fonctions courantes, vitesses et 

température connues, nous allons utiliser la méthode des éléments finis [30, 

31] pour approximer lesdites fonctions par des fonctions continue dans un 

plan en x et y. 

Pour l’approximation par la méthode des éléments finis, nous avons 

considéré un repère de référence constitué de 9 points.
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j 

n 

 

 

Figure 3. 5 : schéma illustrant la méthode des éléments fini 

Les coordonnées des points de référence sont (0,0) ; (0, 0.5) ; (0, 1) ; (0.5,0) 

; (0.5, 0.5) ; (0.5, 1) ; (1, 0) ; (1, 0.5) ; (1, 1). 

À chacun de ces points de référence, nous avons associé des valeurs 

nodales constituées des valeurs obtenues par la discrétisation des fonctions 

courant, vitesse U, vitesse V et température notées respectivement Si, Ui, Vi 

et Ti. 

La base polynomiale associée aux 9 points est le suivant :  

[1, m, n, m*m, m*n, n*n, m*m*n, m*n*n, m*m*n*n]  

3.7 Algorithme de résolution du système d’équations discrétisées  

Nous résumons toutes les procédures utilisées pour la résolution du système 

d’équations gouvernantes dans l’algorithme de la Figure 3. 6. 

i 
m 
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Figure 3. 6 : algorithme de résolution 

 

Figure 0-2: algorithme de résolution 
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Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons discrétisé les termes aux dérivées partielles 

du système d’équations gouvernantes obtenu lors de la formulation 

mathématique en vue d’une résolution numérique. Nous avons défini les 

procédures de résolution du système d’équations discrétisées utilisées. 

Une fois les valeurs discrètes des fonctions courantes, vitesses et 

température connues, nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour 

approximer lesdites fonctions par des fonctions continues qui ont été tracées 

dans un plan en x et y . 

Nous avons élaboré un algorithme illustré par la Figure 3. 6. qui résume 

toutes les procédures utilisées pour la résolution du système d’équations 

gouvernantes. 
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Chapitre 4 : résultats et discussions  

Introduction 

Dans ce chapitre réservé aux résultats et discussions, nous allons présenter 

les résultats obtenus dans cette étude puis les comparer à ceux obtenus par 

d’autres auteurs cités dans la revue bibliographique. Enfin, nous ferons la 

discussion des résultats obtenus. 

4.1 Validation du code de résolution numérique 

4.1.1 Choix du maillage 

La taille du maillage sert à discrétiser notre cavité en un nombre fini de 

points Ne où les différentes fonctions sont à évaluer (Ne = Nex * Ney, Nex et 

Ney représentent respectivement le nombre d’éléments selon les directions 

x et y). Cette taille symbolise la division uniforme des dimensions de la cavité 

vue au travers de son rapport de forme. 

Pour notre étude, nous avons établi la corrélation entre la taille du maillage 

permettant d'obtenir des résultats les plus exactes possibles et le rapport de 

forme de la cavité. 

➢ Cas d’un rapport de forme de la cavité A égal à 2,5 

Le Tableau 4. 1 nous montre l’influence du maillage dans le cas considéré. 

Tableau 4. 1: influence du maillage pour un rapport de forme de la 
cavité A égal à 2,5 

Maillage 09*09 21*21 35*35 67*67 87*87 89*89 91*91 93*93 

|Phi_max| 0,0560 0,0209 0,0142 0,0105 0,0097 0,0096 0,0095 0,0095 

|U_max| 0,1399 0,0774 0,0578 0,0456 0,0430 0,0428 0,0426 0,0424 

|V_max| 0,4737 0,2288 0,1775 0,1511 0,1450 0,1445 0,1441 0,1437 
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Les valeurs présentes dans le Tableau 4. 1 sont illustrées par les courbes de 

la Figure 4. 1. 

 

Figure 4. 1: influence du maillage pour un rapport de forme de la 
cavité A égal à 2,5 

Le Tableau 4. 1 et la Figure 4. 1 montrent que les fonctions |Phi_max|, 

|U_max| et |V_max| deviennent très faiblement variablement à partir de la 

grille (87 x 87). Nous pouvons donc considérer qu’à partir du maillage 87*87, 

les résultats deviennent indépendants du maillage. 

 

➢ Cas d’un rapport de forme de la cavité A égal à 1 

Dans le Tableau 4. 2, nous avons présenté l’influence du maillage pour un 

rapport de forme de la cavité A égal à 1 
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Tableau 4. 2: influence du maillage pour un rapport de forme de la 
cavité A égal à 1 

Maillage 09*09 21*21 35*35 67*67 87*87 89*89 91*91 93*93 

|Phi_max| 1,4744 0,6871 0,5076 0,3988 0,3740 0,3723 0,3705 0,3688 

|U_max| 3,8045 1,9929 1,5441 1,2570 1,1896 1,1856 1,1798 1,1759 

|V_max| 5,5790 3,3122 2,7315 2,3538 2,2643 2,2577 2,2513 2,2453 

Les valeurs présentes dans le Tableau 4. 2 sont illustrées par les courbes de 

la Figure 4. 2. 

 

Figure 4. 2: influence du maillage pour un rapport de forme de la 
cavité A égal à 1 

Le Tableau 4. 2 et la Figure 4. 2 montrent que les fonctions |Phi_max|, 

|U_max| et |V_max| deviennent très faiblement variablement à partir de la 

grille (87 x 87). Nous pouvons donc considérer qu’à partir du maillage 87*87, 

les résultats deviennent indépendants du maillage. 

➢ Cas d’un rapport de forme de la cavité A égal à 0,5 

Dans le Tableau 4. 3, nous avons présenté l’influence du maillage pour un 
rapport de forme de la cavité A égal à 0,5 
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Tableau 4. 3 : influence du maillage pour un rapport de forme de la 
cavité A égal à 0,5 

Maillage 09*09 21*21 35*35 67*67 87*87 89*89 91*91 93*93 

|Phi_max| 2,4810 1,6147 1,2813 1,0456 0,9901 0,9864 0,9816 0,9785 

|U_max| 6,3288 4,5576 3,7651 3,1819 3,0388 3,0285 3,0184 3,0082 

|V_max| 5,7836 5,7749 4,7633 4,0581 3,8808 3,8663 3,8501 3,8324 

 

Les valeurs présentes dans le Tableau 4. 3 sont illustrées par les courbes de 

la Figure 4. 3. 

 

Figure 4. 3 : influence du maillage pour un rapport de forme de la 
cavité A égal à 0,5 

Le Tableau 4.3 et la Figure 4. 3 montrent que les fonctions |Phi_max|, 

|U_max| et |V_max| deviennent très faiblement variablement à partir de la 

grille (87 x 87). Nous pouvons donc considérer qu’à partir du maillage 87*87, 

les résultats deviennent indépendants du maillage. 

➢ Cas d’un rapport de forme de la cavité A égal à 0,3 

Dans ce cas aussi, nous avons présenté dans le Tableau 4. 4 

l’influence du maillage 
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Tableau 4. 4 : influence du maillage pour un rapport de forme de la 
cavité A égal à 0,3 

Maillage 09*09 21*21 35*35 67*67 87*87 89*89 91*91 93*93 

|Phi_max| 1,9237 1,6541 1,3775 1,1422 1,0767 1,0722 1,0666 1,0610 

|U_max| 4,4943 4,5810 4,0260 3,4582 3,2838 3,2740 3,2633 3,2482 

|V_max| 3,3454 4,7571 5,0100 4,3621 4,1181 4,1103 4,1003 4,0883 

 

Les valeurs présentes dans le Tableau 4. 4 sont illustrées par les courbes de 

la Figure 4. 4. 

 

Figure 4. 4 : influence du maillage pour un rapport de forme de la 
cavité A égal à 0,3 

Le Tableau 4. 4 et la Figure 4. 4 montrent que les fonctions |Phi_max|, 

|U_max| et |V_max| deviennent très faiblement variablement à partir de la 

grille (87 x 87). Nous pouvons donc considérer qu’à partir du maillage 87*87, 

les résultats deviennent indépendants du maillage. 

4.1.2 Validation qualitative du programme numérique 

Le programme numérique élaboré, basé sur les méthodes de discrétisation 

et des éléments finis, pour résoudre les équations gouvernantes, est validé 

qualitativement en prenant comme références certaines études disponibles 
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dans la littérature, en particulier, celles effectuées par Akowanou et Degan 

[2] et Mahidjiba [29] qui ont étudié analytiquement et numériquement ce 

problème, les résultats sont présentés aux Figures 4 .5 à 4. 7. 

La Figure 4. 5 montre l’influence du nombre de Hartmann Ha sur le taux de 

transfert de chaleur dans le milieu poreux pour différentes valeurs du rapport 

des perméabilités K*. Ces courbes illustrent que le taux de transfert de 

chaleur par convection pour différentes valeurs de K*, décroît 

progressivement jusqu’au régime de conduction pure pour lequel Nu 

avoisine la valeur 1 lorsque Ha croît. La valeur de K* permettant d’atteindre 

le régime de conduction pure, est fonction du nombre de Hartmann, donc du 

champ magnétique transversal. De même, le transfert de chaleur par 

convection croît avec le nombre de Hartmann dans la condition où le rapport 

d’anisotropie en perméabilité K* du milieu poreux diminue. 

 

Figure 4. 5 : taux de transfert de chaleur pour différentes valeurs de K* en fonction 
de Ha pour le présent travail et celui de Akowanou et Degan [2] 

 

La Figure 4.6 montre les effets du nombre de Hartmann Ha sur le taux de 

transfert de chaleur en milieu poreux pour différentes valeurs du nombre de  

Présent travail : 

Travail existant : 
 Résolution analytique 
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Rayleigh Ra.  Ces figures illustrent que le transfert de chaleur par convection 

pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh Ra décroît rapidement 

jusqu’au régime de conduction pure pour lequel Nu avoisine la valeur 1 

lorsque le nombre de Hartmann Ha augmente. La valeur de Ra pour laquelle 

le régime de conduction pure est atteint dépend du nombre de Hartmann, 

donc du champ magnétique transversal. Aussi, nous constatons que le 

transfert de chaleur par convection croît pour de faibles nombres de 

Hartmann Ha lorsque le nombre de Rayleigh Ra augmente.  

  

 

Figure 4. 6 : taux de transfert de chaleur pour différentes valeurs de Ra 
en fonction de Ha pour le présent et celui de Akowanou et Degan [2] 

Les effets de la variation du nombre de Rayleigh Ra sur le transfert de 

chaleur par convection dans le milieu poreux sont présentés à la Figure 4. 7 

pour différentes valeurs du nombre de Hartmann Ha. L’analyse des courbes 

révèle que le taux de transfert de chaleur par convection Nu, pour différentes 

valeurs du nombre de Hartmann Ha croît à partir du régime de conduction 

pure lorsque Ra croît. Ainsi, pour des nombres de Hartmann Ha élevés, le 

transfert de chaleur par convection ne se produit que pour des nombres de 
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Rayleigh Ra élevés. Pour un même nombre de Rayleigh, l’augmentation du 

nombre de Hartmann atténue de façon significative le transfert de chaleur 

par convection.  

  

 
Figure 4. 7 : taux de transfert de chaleur pour différentes valeurs de 
Ha en fonction de Ra pour le présent et celui de Akowanou et Degan 
[2] 

Ces comparaisons montrent qu’il y a un accord qualitatif entre les 

résultats que nous avons obtenus et ceux trouvés analytiquement par 

Akowanou et Degan [2], ce qui nous réconforte dans le choix de notre 

modèle mathématique et numérique. 

4.1.3  Validation quantitative du programme numérique 

Le code numérique élaboré est validé quantitativement en prenant comme 

références certaines études disponibles dans la littérature, en particulier, 

celles de Akowanou et Degan [2] qui a étudié analytiquement ce 

phénomène. 
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Le Tableau 4. 5 présente une comparaison des valeurs du taux de transfert 

de chaleur pour la méthode analytique existante et la méthode numérique 

développée. 

Tableau 4. 5 : validation quantitative du programme numérique 

K* (θ = 45°) 

Taux de transfert de chaleur (Nu) 

Méthode analytique 

Akowanou et Degan [2] 

Méthode numérique de la 

présente étude 

0,01 (< 1.0) 3,8 3,9 

1,0 (isotrope) 2 1,9 

4 (> 1.0) 1,5 1,6 

4.2 Influence de l’angle d’inclinaison delta (δ) du champ magnétique 

4.2.1 Influence de l’angle d’inclinaison delta (δ) du champ 
magnétique sur les vitesses U et V 

La vitesse du phénomène de convection est exprimée suivant les axes 

verticaux et horizontaux de la cavité poreuse. Dans notre étude, la vitesse 

relative à l’axe horizontal est appelée U et celle relative à l’axe vertical est 

désignée V. 

Cas delta =45° 

La Figure 4.8 montre la vitesse relative à l’axe horizontal pour δ=45°.

 

Figure 4. 8 : vitesse relative à l’axe horizontal pour delta=45° 
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La Figure 4. 9 montre la vitesse relative à l’axe vertical pour δ=45°. 

 

Figure 4. 9 : vitesse relative à l’axe vertical pour delta=45° 

Cas delta =60° 

La Figure 4. 10 montre la vitesse relative à l’axe horizontal pour δ=60°. 

 

Figure 4. 10 : vitesse relative à l’axe horizontal pour delta=60° 

La Figure 4. 11 montre la vitesse relative à l’axe vertical pour δ=60°. 
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Figure 4. 11 : vitesse relative à l’axe vertical pour delta =60° 

Cas delta =90° 

La Figure 4. 12 indique la vitesse relative à l’axe horizontal pour δ=90°. 

 

Figure 4. 12 : vitesse relative à l’axe horizontal pour δ=90° 
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La Figure 4. 13 montre la vitesse relative à l’axe vertical pour δ=90°. 

 

Figure 4. 13 : vitesse relative à l’axe vertical pour delta =90° 

Des Figures 4. 8 à 4. 13, on constate qu’une diminution de l’angle 

d’inclinaison delta, réduit la composante verticale du champ magnétique, et 

augmente la vitesse de transfert. Ce qui amplifie le taux de transfert de 

chaleur. 

4.2.2 Influence de l’angle d’inclinaison delta (δ) du champ magnétique 
sur le taux de transfert de chaleur 

Nous présentons à la Figure 4. 14 l’influence de l’angle d’inclinaison delta 

du champ magnétique sur le taux de transfert de chaleur. 
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Figure 4. 14 : influence de delta sur le taux de transfert de chaleur 

Nous observons que le taux de transfert de chaleur augmente lorsque l’angle 
d’inclinaison du champ magnétique diminue. 

Dans la suite de notre étude, nous avons opté pour un angle 
d’inclinaison du champ magnétique égal à 90° pour des raisons de 
convergence. 

4.2.3 Influence du nombre de Hartmann Ha sur les vitesses U et V 

Cas Ha=1 

La Figure 4. 15 indique la vitesse relative à l’axe horizontal pour un nombre 

de Hartmann Ha=1. 
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Figure 4. 15 : vitesse relative à l’axe horizontal pour Ha=1 

La Figure 4. 16 indique la vitesse relative à l’axe vertical pour un nombre de 

Hartmann Ha=1. 

 

Figure 4. 16 : vitesse relative à l’axe vertical pour Ha=1 
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Cas Ha=2 

La Figure 4. 17 indique la vitesse relative à l’axe horizontal pour un nombre 

de Hartmann Ha=2. 

 

Figure 4. 17 : vitesse relative à l’axe horizontal pour Ha=2 

La Figure 4. 18 indique la vitesse relative à l’axe vertical pour un nombre de 

Hartmann Ha=2. 

 

Figure 4. 18 : vitesse relative à l’axe vertical pour Ha=2 
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Cas Ha=3 

La Figure 4. 19 présente la vitesse relative à l’axe horizontal pour un nombre 

de Hartmann Ha=3. 

 

Figure 4. 19 : vitesse relative à l’axe horizontal pour Ha=3 

La Figure 4. 20 présente la vitesse relative à l’axe vertical pour un nombre 

de Hartmann Ha=3. 

 

Figure 4. 20 : vitesse relative à l’axe vertical pour Ha=3 
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Cas Ha=7 

La Figure 4. 21 présente la vitesse relative à l’axe horizontal pour un nombre 

de Hartmann Ha=7. 

 

Figure 4. 21 : vitesse relative à l’axe horizontal pour Ha=7 

La Figure 4. 22 présente la vitesse relative à l’axe vertical pour un nombre 

de Hartmann Ha=7. 

 

Figure 4. 22 : vitesse relative à l’axe vertical pour Ha=7 
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En observant les profils obtenus lorsqu’on fait varier Ha de 1 à 7, nous 

constatons une atténuation progressive de l’écoulement convectif. En effet, 

l’amplitude des vitesses diminue lorsque Ha croît. 

Nous constatons également une symétrie du champ d’écoulement par 

rapport à l’axe central du milieu poreux ; qui témoigne d’une inversion du 

sens de l’écoulement chaque fois que ce dernier est au contact des parois 

horizontales limitantes de l’enceinte. Nous constatons que la vitesse de 

l’écoulement à la paroi est nulle pour différentes valeurs du nombre de 

Hartmann Ha ; ce qui traduit la condition d’adhérence à la paroi relativement 

au modèle de Brinkman généralisé adopté. 

4.2.4 Influence du nombre de Hartmann Ha sur les lignes de courant 

Cas Ha=1 

La Figure 4. 23 indique l’évolution des lignes de courant pour un nombre de 

Hartmann Ha=1. 

 

Figure 4. 23 : lignes de courant pour Ha=1 
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Cas Ha=2 

La Figure 4. 24 indique l’évolution des lignes de courant pour un nombre de 

Hartmann Ha=2. 

 

Figure 4. 24 : lignes de courant pour Ha=2 

Cas Ha=3 

La Figure 4. 25 indique l’évolution des lignes de courant pour un nombre de 

Hartmann Ha=3. 

 

Figure 4. 25 : lignes de courant pour Ha=3 
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Cas Ha=7 

La Figure 4. 26 montre l’évolution des lignes de courant pour un nombre de 

Hartmann Ha=7. 

 

Figure 4. 26 : lignes de courant pour Ha=7 

Les divers profils de courant observés montrent la même tendance que ceux 
de la vitesse U en termes d’écoulement convectif.  

4.2.5 Influence du nombre de Hartmann Ha sur les lignes de température 

La Figure 4. 27 présente les lignes de température pour différentes valeurs 

de Ha inférieures à 1 (Ha = 0,5 et Ha = 0,25) 
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Figure 4. 27 : lignes de température pour différentes valeurs de Ha 
inférieures à 1 (Ha = 0,5 et Ha = 0,25) 

La Figure 4. 28 montre l’évolution des lignes de température pour un nombre 

de Hartmann Ha=1. 

 

Figure 4. 28 : lignes de température pour Ha=1 
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La Figure 4. 29 montre l’évolution des lignes de température pour un nombre 

de Hartmann Ha=3. 

 

Figure 4. 29 : lignes de température pour Ha=3 

La Figure 4. 30 montre l’évolution des lignes de température pour un nombre 

de Hartmann Ha=7. 

 
Figure 4. 30 : lignes de température pour Ha=7 
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La Figure 4. 31 présente les lignes de température pour différentes valeurs 

de Ha supérieures ou égales à 10 (Ha = 10 et Ha = 15). 

 

Figure 4. 31 : lignes de température pour différentes valeurs de Ha 
supérieures ou égales à 10 (Ha = 10 et Ha = 15) 

Pour les valeurs de Ha supérieures ou égales à 7 : les isocontours de 

température montrent un degré de symétrie par rapport au centre de la 

cavité. Également, les isothermes sont quasi-parallèles, on conclut donc que 

dans ces conditions le mode de transfert de chaleur par conduction est 

dominant (conduction pure). 

Pour la valeur de Ha égale à 3 : les isothermes montrent une légère déviation 

par rapport au cas de la conduction pure, d’où l’amorçage du phénomène de 

convection. 
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Pour les valeurs de Ha inférieures ou égales à 1 : les isothermes montrent 

une déviation importante par rapport au cas de la conduction pure. On 

remarque que la distribution de la température est faiblement variable suivant 

l’axe vertical, mais variable suivant l’axe horizontal de façon à satisfaire la 

stratification thermique stable. On conclut que dans ces conditions le mode 

de transfert de chaleur par convection est dominant. 

4.3 Taux de transfert de chaleur 

Les variations du taux de transfert de chaleur selon plusieurs paramètres 

ont été étudiées. Les résultats sont présentés à travers quelques courbes 

suivis de leurs analyses.  

La Figure 4. 32 illustre l’influence du nombre de Hartmann Ha sur le taux de 

transfert de chaleur en milieu poreux en fonction pour différentes valeurs du 

nombre de Rayleigh Ra lorsque Da =0,1, K*=1, θ = 0° et A = 0,3. 

 

Figure 4. 32 : variation du taux de transfert de chaleur en fonction de 
Ha pour différentes valeurs de Ra 
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Cette figure montre que taux le transfert de chaleur par convection pour 

différentes valeurs du nombre de Rayleigh Ra décroît rapidement jusqu’au 

régime de conduction pure pour lequel le nombre de Nussel avoisine la 

valeur 1 lorsque le nombre de Hartmann Ha augmente. 

La valeur du nombre de Rayleigh Ra permettant d’atteindre le régime de 

conduction pure, est fonction du nombre de Hartmann Ha, donc du champ 

magnétique transversal. 

Aussi, nous constatons que le transfert de chaleur par convection croît pour 

de faibles nombres de Hartmann (Ha<5) lorsque le nombre de Rayleigh Ra 

augmente. 

Les effets de la variation du nombre de Hartmann Ha sur le transfert 

de chaleur par convection en fonction du nombre de Rayleigh Ra dans le 

milieu poreux sont présentés à la Figure 4. 33. 

 
Figure 4. 33: variation du taux de transfert de chaleur en fonction de 

Ra pour différentes valeurs de Ha 
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L’analyse des courbes révèle que le taux de transfert de chaleur par 

convection Nu croît à partir du régime de conduction pure pour lequel il tend 

vers 1 lorsque le nombre de Rayleigh Ra croît. Ainsi, pour des nombres de 

Hartmann Ha élevés, le transfert de chaleur par convection n’est possible 

que dans la limite des nombres de Rayleigh Ra élevés. Pour une valeur 

constante du nombre de Rayleigh Ra, l’augmentation du nombre de 

Hartmann atténue de façon significative le transfert de chaleur par 

convection. 

Les effets de la variation du nombre de Darcy Da sur le taux de transfert de 

chaleur dans le milieu poreux sont présentés à la Figure 4. 34 pour Ra 40, 

Ha = 1,5, K*=5, A = 0,4 et pour différentes valeurs de l’angle d’inclinaison θ 

des axes principaux du milieu poreux. 

 
Figure 4. 34 : variation du taux de transfert de chaleur en fonction de 

Da pour différentes valeurs de θ 

1 
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Les courbes montrent que le taux de transfert de chaleur par convection pour 

différentes valeurs de l’angle de rotation θ des axes principaux du milieu 

poreux décroît progressivement jusqu’au régime de conduction pure pour 

lequel le nombre de Nussel (Nu) avoisine la valeur 1 lorsque le nombre de 

Darcy Da augmente. 

Pour de petits nombres de Darcy (Da ➔ 0) les effets de l’inclinaison des axes 

principaux du milieu poreux deviennent de plus en plus importants. Aussi, le 

taux de transfert de chaleur dans la cavité croît de façon significative lorsque 

l’angle d’inclinaison θ des axes principaux du milieu poreux croît. Le transfert 

de chaleur est maximal pour un angle de rotation des axes principaux θ = 

90° et minimal pour θ = 0°. 

Nous concluons que le transfert de chaleur est maximal lorsque l’axe 

principal ayant la perméabilité la plus faible du milieu poreux anisotrope est 

orienté parallèlement par rapport à la gravité. 

La valeur du nombre de Darcy Da pour atteindre le régime de conduction 

pure est indépendante de l’angle de rotation des axes principaux θ. Par 

exemple pour Da ≈ 10, la conduction pure est atteinte. 

La Figure 4. 35 montre variation du taux de transfert de chaleur en fonction 

nombre de Hartmann de Ha pour différentes valeurs de K*. 
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Figure 4. 35 : variation du taux de transfert de chaleur en fonction de 

Ha pour différentes valeurs de K* 

Les courbes de la Figure 4. 35 montrent que le transfert de chaleur par 

convection pour différentes valeurs de K*, diminue progressivement jusqu’en 

régime de conduction pure pour lequel Nu avoisine la valeur 1 lorsque Ha 

augmente. La valeur de K* pour laquelle le régime de conduction pure est 

atteint dépend du nombre de Hartmann, donc du champ magnétique 

transversal. 

Il est à noter aussi que le transfert de chaleur par convection croît avec 

l’augmentation du nombre de Hartmann lorsque le rapport d’anisotropie en 

perméabilité K* du milieu poreux diminue. 

Il résulte de cette analyse que, lorsque l’angle de rotation des axes principaux 

θ = 45°, le transfert de chaleur croît lorsque la perméabilité du milieu poreux 

dans la direction horizontale est plus élevée par rapport à celle régnant dans 

1 
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la direction verticale (K*<1) et décroît lorsqu’on assiste à la situation inverse 

pour laquelle K*>1. 

Tous ces résultats ont fait l’objet d’une conférence [150] et d’une publication 

[151].  

 

Conclusion  

L’étude relative à la stabilité du système pour les différentes valeurs du 

rapport de forme de la cavité A, montrent que les résultats les plus exactes 

possibles sont obtenus à partir d’un maillage de taille 87 x 87. Dans notre 

étude, nous avons utilisé le maillage 89 x 89 pour toutes nos simulations. 

Ce chapitre nous a permis de présenter les différents résultats de nos 

analyses et d’avoir une maîtrise des paramètres qui influencent le 

comportement du phénomène étudié.  
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Conclusion générale et perspectives 

Les travaux réalisés dans le cadre de cette thèse sont consacrés à l’étude 

numérique de l’effet de l’anisotropie en perméabilité et celui d’un champ 

magnétique transversal sur la convection naturelle bidimensionnelle en 

milieu poreux confiné dans une cavité horizontale. Les parois verticales du 

milieu poreux à extension infinie sont chauffées isothermiquement tandis que 

les parois horizontales sont thermiquement conductrices et adiabatiques. 

Les axes de perméabilité sont inclinés par rapport au champ gravitationnel.  

En se basant sur les approximations de Boussinesq, nous avons développé 

le modèle mathématique décrivant le phénomène de l’écoulement et du 

transfert de chaleur au sein de la cavité.  

Les équations de base décrivant la convection naturelle au sein de la cavité, 

ont été établies en utilisant la loi de Darcy puis discrétisées par la méthode 

des différences finies et résolues numériquement par un algorithme élaboré 

à cet effet. Les paramètres de base gouvernant ce problème sont le nombre 

de Rayleigh, le nombre de Darcy, le nombre de Hartmann, le rapport de 

forme de la cavité, l’angle d’inclinaison des axes principaux et le rapport 

d’anisotropie.  

L’adimensionnalisation des paramètres nous a permis de déterminer les 

champs de vitesse, de courant, de température et le taux de transfert de 

chaleur. 

Ces résultats ont été validés à partir de ceux des études déjà menées dans 

le domaine et portant sur les milieux poreux purs et les milieux fluides purs 

discutés dans la littérature.  
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Cette étude montre que la présence d’un champ magnétique transversal 

réduit de façon significative la vitesse de l’écoulement et impacte en 

conséquence le champ de température et le taux de transfert de chaleur. 

L’écoulement convectif est aussi grandement influencé par les paramètres 

d’anisotropie en perméabilité de la couche poreuse. 

Le taux de transfert de chaleur dans le milieu poreux croît lorsque la 

perméabilité dans la direction horizontale est plus élevée que celle régnant 

dans la direction verticale. 

Le taux de transfert de chaleur diminue progressivement de sa valeur 

maximale lorsque l’angle d’inclinaison des axes principaux du milieu poreux 

croît. Ce taux de transfert croît en passant du minimum à θ = 0° à son 

maximum lorsque θ atteint la valeur 90°. 

L’augmentation de l’intensité du champ magnétique transversal appliqué 

réduit de façon significative la vitesse de l’écoulement du fluide saturant le 

milieu poreux et atténue de ce fait le transfert de chaleur par convection dans 

le milieu. 

Nous tenons à donner quelques applications pratiques mettant en exergue 

l’importance du phénomène étudié dans cette thèse. 

 

 Dans les ménages, la cuisson des aliments est une application du 

phénomène de convection naturelle avec couplage des transferts de 

chaleur et de masse. La pose d'un modèle multi-physique englobant 

autant l'enceinte que le produit en cuisson est très prometteur pour 

l'amélioration du contrôle du procédé de cuisson.  
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 En électronique, la convection naturelle trouve aussi des applications très 

intéressantes. En effet, l'étude du comportement thermique des 

composants électroniques et des assemblages de puissance tient 

aujourd'hui une place capitale dans la conception des fonctions 

électroniques soumises à un environnement sévère. Un échauffement 

excessif dégrade les performances du composant, réduit sa durée de vie 

et peut provoquer sa défaillance. Comme la multitude de méthodes de 

refroidissement souvent utilisées, la convection naturelle a pour but 

d'améliorer le transfert de chaleur et augmenter l’efficacité des systèmes 

de refroidissement. Ainsi, comprendre le processus d’échange et de 

diffusion de la chaleur est incontournable dans un grand nombre 

d’applications technologiques. 

 

 En géothermie, l’utilisation de systèmes thermodynamiques pour assurer 

soit le chauffage seul, soit le chauffage et le rafraîchissement de locaux, est 

un procédé plus complexe et plus performant que les procédés traditionnels 

de chauffage. Les principaux avantages de cette application du phénomène 

de convection naturelle portent sur la « gratuité » de la ressource 

géothermale et la possibilité de produire de la chaleur et/ou du froid. Les 

pompes à chaleur (PAC) sur aquifère ont par ailleurs la particularité 

d’associer deux secteurs d’activité qui n’ont a priori rien à voir : 

l’hydrogéologie et le génie climatique. Le développement de cette 

technologie doit gérer la mise en adéquation entre d’une part la ressource 

géothermale dont la température est imposée, et à peu près constante dans 

le cas des aquifères superficiels, et d’autre part des bâtiments dont les 

besoins énergétiques sont également fixés. 
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Les acteurs de ce domaine doivent initier une démarche visant à 

développer ou réaliser une opération mettant en œuvre des pompes à 

chaleur géothermiques sur aquifère. 

 La réduction considérable de la vitesse de l’écoulement convectif due à 

l’interaction entre le courant électrique créé par le mouvement du fluide 

sous l’influence d’un champ magnétique et l’écoulement, constitue un 

important résultat exploité dans certaines applications pratiques telles 

que la conception du processus de refroidissement de certains 

réacteurs nucléaires fonctionnant sous l’effet de grands champs 

magnétiques. 

 

En perspectives, nous suggérons que d’autres études soient consacrées à 

l’analyse du phénomène en présence d’un champ électrique qui est supposé 

nul dans notre thèse. Aussi, une étude analytique de l’influence de l’angle 

d’inclinaison delta (δ) du champ magnétique sur le taux de transfert de 

chaleur pourra confirmer les résultats obtenus numériquement.
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